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Fourier
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OLOCADA no devido contexto a nog¢ao de distribuicao é tao natural que parece ter sido descoberta, nao inventada.
Em abstrato, uma distribuicao é um funcional linear continuo em um certo espago topoldgico que possua uma
estrutura diferencidvel, mas por tras dessa abstragao encontram-se ideias muito simples, originarias do desejo

(ou necessidade) de estender a nocao de fungéo, ou melhor, a nocdo intuitiva de densidade, de modo a incluir, por

exemplo, densidades concentradas em pontos (e outros conjuntos de medida nula), permitindo ainda o emprego de pelo

menos parte da estrutura do calculo diferencial.

A nocao de distribuicdo, foi introduzida em 1935 por Sobolev! sob o nome de “funcdo generalizada” e foi estudada
sistematicamente por Schwartz? a partir de 1948. Essa nocao desempenha um papel central em toda discussdo moderna
sobre a teoria das equagoes diferenciais (lineares, ao menos). As ideias fisicas e matemadticas subjacentes & Teoria das
Distribuicoes originam-se dos trabalhos de Green?, Heaviside*, Dirac®, Weil® e possivelmente muitos outros.

Como a Teoria das Distribuicoes ¢ intimamente ligada a teoria das transformadas de Fourier, dedicamos a Secao 39.2,
péagina 2153, ao seu estudo. Na Secao 39.3, pagina 2189, introduziremos a nogao de distribuicao em R"™ apds alguma
preparacao breve. Em seguida trataremos de alguns exemplos. Apds isso, discutiremos a nogao de derivada de uma
distribuicoes para entao discutirmos equagoes diferenciais distribucionais. Isso nos remetera ao método da fungao de
Green.

Para uma introdugdo pedagdgica e rica em exemplos & Teoria das Distribuigoes, vide [77]. Para um tratamento de
nivel intermedidrio, vide [438]. Uma introdugao acessivel (direcionada a aplica¢oes na Teoria Quéntica de Campos) pode
ser encontrada nos primeiros capitulos de [519]. Para um texto cldssico, vide [477] ou [478]. Para textos mais avangados,
vide [196] ou o enciclopédico [260].

Omitiremos na presente versao laguna temas itens préprios a uma discussao mais avangada. Para isso remetemos o
estudante interessado aos textos supracitados. Também com o intuito de manter a discussao tao simples quanto possivel,
omitiremos no corrente capitulo quase toda a discussao topoldgica sobre a natureza das distribui¢oes dentro do contexto
da teoria dos espagos localmente convexos. A isso dedicamos o Capitulo 40, pagina 2260.

39.1 Funcoes de Schwartz e Funcgoes de Teste

e Funcoes infinitamente diferenciaveis em R”

Diz-se que uma funcao’ f : R™ — C, é infinitamente diferencidvel em um dominio aberto  C R™ se for continua
em {2 e se todas suas as suas derivadas parciais de ordem finita existirem e forem continuas em 2, ou seja, se existirem

le]

e forem continuas para todo (z1, ..., z,) € Q as fungoes 3 Z1, ..., Tp) para todos aq, ..., a, € Ny, sendo

o1 a (
L0z

la] = a1 4+ -+ ap.

O estudante deve ser alertado a nao confundir a nocao de diferenciabilidade infinita com a de analiticidade. Por
exemplo, a fungao f : R — R definida por

0, sex =0,
flx) =

— .2
e 1/x

, sex#0,

é infinitamente diferencidvel, enquanto funcao da varidvel real x, mas nao é analitica em = = 0. A funcao de uma variavel
, . Za . . . . .
complexa z = x + iy definida por g(z) = e” =2 possui uma singularidade essencial em z = 0. Paraz=x € R, 2 #0, g é

1
idéntica a f, mas para z =iy, y € R, y # 0, tem-se g(iy) = et que diverge para y — 0.

O conjunto de todas as fungoes infinitamente diferencidveis em  é frequentemente denotado por C*°(2). E elementar
constatar que C*°(2) é um espago vetorial: combinagoes lineares finitas de fungoes infinitamente diferencidveis produzem

ISergei Lvovich Sobolev (1908-1989).

2Laurent-Moise Schwartz (1915-2002).

3George Green (1793-1841).

4Qliver Heaviside (1850-1925).

5Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).

6 André Weil (1906-1998).

"Em toda a presente se¢do trataremos, salvo mencdo explicita, de funcées que assumem valores complexos, mas o tratamento de funcdes
que assumem valores reais é idéntico, com resultados idénticos.
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novamente func¢oes infinitamente diferenciaveis.

e O espago de Schwartz em R

O conjunto C*°(R) das fungoes infinitamente diferencidveis definidas em R e assumindo valores em C possui um
subconjunto que merece particular atenc¢ao. Trata-se do conjunto das fung¢oes de C*°(RR) que, assim como suas derivadas,
decaem a zero no infinito mais rapido do que qualquer polinémio, ou seja, é o conjunto das fungoes f : R — C tais que

lim p(z)f@(z) = 0 (39.1)

|| — o0
para todo polinémio p e todo g € INg. E facil ver que essa condicao equivale a condigao

lim (1+|m|)m‘f(q)(x)‘ =0 (39.2)

|z|— 00

para todo m € INg e todo ¢ € INp.

E um exercicio elementar provar que o conjunto das fungoes com a propriedade (39.1) é um espago vetorial, ou seja,
se f e g satisfazem (39.1) para todo polinémio p e todo ¢ € Ny, entdo para todos os niimeros complexos a e b a fungéo
af 4+ bg também satisfaz (39.1) para todo polinémio p e todo g € INg. Esse espago vetorial é denominado espago de
Schwartz em R e é denotado por .7(R).

cos(x)?—zt

Fungdes como e, sen(z)e=2", (1 — z°)e sao elementos de .7 (R) (verifique!).

X okck okskk skk ok

E. 39.1 Ezxercicio. Para a > 0, fixo, considere a funcdo

ha(z) = —— . zeR.
(cosh (m))
Mostre que hq é uma fung¢do de Schwartz em R: hq € (R), a > 0. o*

2 4 o . ., . S A
E. 39.2 Ezercicio. A fungdo f(z) =e™* cos (e” ) ¢ infinitamente diferencidvel e decai a zero mais rdpido que qualquer polinémio

(ou seja, satisfaz lim ;|- p(x) f(x) = 0 para qualquer polindmio p), mas ji a sua primeira derivada, f’, ndo satisfaz essa condi¢3o, ou
seja, ndo decai a zero mais rdpido que qualquer polinémio quando x — +oo. Justifique essa afirma¢do. Isso implica que essa f n3o é
uma fun¢do de Schwartz. o,

E. 39.3 Ezercicio. Seja f: R — R a fung¢3o definida por

1, paraxz =0,
f(a) = 2
1—e V/*" paraz#0.

Mostre que f ¢ infinitamente diferencidvel, decai a zero quando x — +00, mas n3o o faz mais rdpido que qualquer polinémio e, portanto
ndo é uma funcio de Schwartz em R. "

E. 39.4 Ezxercicio. As funcdes f, g : R — R definidas por
1—6_1, paraxz =0, —e 0, parax =0,
—e , parazxz#0, e —e, parazxz #0,

sdo fungbes de Schwartz em R? o+
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e Convergéncia no espaco .¥(R)

Devido a propriedade (39.2), vale para toda funcao f € .#(R) que as quantidades definidas para cada m e ¢ € Ny
por

1llm.q = sup {1+ o)™ [fD(@)], o € R} (39.3)
sdo finitas e anulam-se todas se e somente se f for identicamente igual a zero. Para cada m, ¢ a expressao (39.3) define
uma seminorma em .%(R) (a no¢do de seminorma ¢ definida & pégina 276).

Esse fato permite introduzir uma nogao de convergéncia no espaco .(R). Dizemos que uma sequéncia de fungoes
fr € Z(R), k € N, converge a uma funcao f € .7(R) se klim | fx — fllm, ¢ = 0 para todos m e ¢ € INy. Essas ideias de
—00

convergéncia podem ser aprofundadas por meio da introdugao de nogoes topoldgicas apropriadas (introduzindo as nogoes
de espaco localmente convexo e de espaco de Fréchet®), mas aqui iremos nos limitar a uma discussdo elementar. Vide
referéncias citadas no inicio do presente capitulo.

Logo abaixo vamos indicar como o espago . (RR) generaliza-se em mais dimensoes. Para tal faremos uso da notagao
de multi-indices, introduzida a pagina 974, e que aqui recordamos.

e Notacao de multi-indices

Devido a frequente ocorréncia de derivadas parciais mistas na Teoria das Distribuicoes é conveniente introduzir
algumas notagoes simplificadoras. Um n-multi-indice, ou simplesmente multi-indice, é uma n-upla o = (aq, ..., ap)
onde cada a; é um nimero natural maior ou igual a zero. A colecao de todos os n-multi-indices é, portanto, INjj. A ordem
de um multi-indice o, denotada por |«|, é definida por |a| :== a3 + - -+ + ap,. O multi-indice (0, ..., 0) é denominado
multi-indice nulo e denotado por 0. Dados dois n-multi-indices o = (v, ..., ay) e 8= (81, ..., Bn) denotamos por
a+ f o n-multi-indice (a1 + B, ..., an + Bn)-

Seja v um a funcao de n varidveis z1, ..., z,. Dado um multi-indice « € INfj, denotamos por D*u ou por 0%u a
derivada parcial mista de u univocamente definida por

olaly
D% = 0% = —7—,
Ozt - - Qxom
sendo que, se 0 = (0, ..., 0) for o multi-indice nulo, define-se D%u := u. Note-se também que D®DPy = Dy,

Dado um operador diferencial D o valor de |« é dito ser o grau de D®.

Neste texto denotaremos por M7}, o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem menor ou igual a m € INy:
Mp = {(al, oo an) €N, 0 < |af §m} = {(al, o) ENG,0< o+ 4oy §m} (39.4)
e denotaremos por N7 o conjunto de todos os n-multi-indices de ordem igual a m € INy:

NI = {(al, .oy an) €N, |a|:m} = {(al, .oy an) €N, a1+~-~+an:m}. (39.5)

E de se notar a validade da relagao
D*DP = D*™F = DPD~ |

onde, se o« = (a1, ..., an) e B=(B1, ..., Bn), denotamos o+ S := (a1 + f1, .-+, @n+ Bn) =L+ .
Para um n-multi-indice @ = (a1, ..., ay) definimos o simbolo a! como sendo o produto
al = aq! ap!.
Para z € C" (ou R") da forma z = (21, ..., z,) e um n-multi-indice &« = (aq, ..., ay) definimos o simbolo z* como

sendo o produto

[e3

z :Zixl...za"_

n

H4 uma relacao de ordem parcial entre n-multi-indices. Se « e 5 sdo n-multi indices, escrevemos « < 3 caso o < f3;
para todo j € {1, ..., n} e, analogamente, escrevemos o < 3 caso a;; < ; para todo j € {1, ..., n}. Dados dois

8Maurice René Fréchet (1878-1973).
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n-multi indices o e 8 definimos min{a, S} como sendo o n-multi-indice cuja j-ésima componente é o minimo entre a
j-ésima de « e a de [:

min{a, 8} = (min{oq7 b1}, ..., min{ay,, Bn}) .
O n-multi indice max{a, 8} é definido analogamente.

A notacdo de multi-indices permite expressar a regra de Leibniz’, para derivadas parciais miltiplas de produtos de
duas funcoes, de uma forma elegante e econémica. Se v é um n-multi-indice e f e g sao duas fungoes de n varidveis que
sejam ao menos |y| vezes diferencidveis, entao vale

DUjg) = 3 L DD ). (396

oda, Ay —a)!

onde 7 e o, acima, sdo n-multi indices. Essa relacdo pode ser demonstrada por inducdo e uma prova'? pode ser encontrada
no Apéndice 39.C, pagina 2254.

e O espago de Schwartz em R”

O conjunto C*°(R™) das fung¢oes infinitamente diferencidveis definidas em R"™ e assumindo valores em C possui um
subconjunto que merece particular atengao. Trata-se do conjunto das fung¢oes de C°°(R™) que, assim como suas derivadas,
decaem a zero no infinito mais rapido do que qualquer polinémio, ou seja, é o conjunto das fungoes f : R™ — C tais que

| 1ﬁm p(x)DPf(z) = 0. (39.7)
Z||—0o0
para todo polinémio p(z) = p(z1, ..., z,) e todo multi-indice 8. Acima |z| = /22 + - -- + 22 é a norma de z € R". E
facil ver que essa condicao equivale a condigao
lim (14 [jz])™ |DPf(z)] = 0 (39.8)
|z =00

para todo m € Ny e todo multi-indice /5.

E um exercicio elementar provar que o conjunto das fungoes com a propriedade (39.7) é um espago vetorial, ou seja,
se f e g satisfazem (39.7) para todo polinémio p e todo multi-indice 3, entdo para todos os niimeros complexos a e b a
fungéo af + bg também satisfaz (39.1) para todo polinémio p e todo multi-indice 3. Esse espago vetorial é denominado
espago de Schwartz em R™ e é denotado por .7 (R™).

e Convergéncia no espago .7 (R")

Devido a propriedade (39.7), vale para toda funcéo f € #(R"™) que as quantidades definidas para cada m € Ny e
cada multi-indice 8 por

1£lm, 5 = sup { (1 + |lz])™ [P f(2)] , = € R" } (39.9)
sao finitas e anulam-se todas se e somente se f for identicamente igual a zero.

Esse fato permite introduzir uma nogao de convergéncia no espago . (R™). Dizemos que uma sequéncia de fungoes
fr € S(R™), k € N, converge a uma funcdo f € .7(R"™) se klim I fx — fllm, 3 = 0 para todos m € Ny e multi-indice 3.
— 00

Como no caso do espago .(R), comentamos que essa no¢ao de convergéncia nos espagos . (R™) estd ligada a nogoes
topoldgicas mais profundas, mas aqui iremos nos limitar a uma discussao elementar.

e Uma desigualdade 1til

Devido & definicio (39.9) vale, para cada g € INg, e cada multi-indice 3, a desigualdade (1 + ||z|)9|D? f(x)| < || f]
para todo x € R™, o que implica

q, B8

1/ 1lq, 8
D f(x)] < D (39.10)

para cada x € R™. Usaremos a desigualdade (39.10) de diversas formas no que segue.

9Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
10Devida a Victor Hugo Marques Ramos, a quem agradecemos.
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e Funcgoes infinitamente diferenciaveis de suporte compacto

Define-se o suporte de uma funcdo f : R™ — R ou f : R"™ — C, denotado por supp f, como sendo o fecho do conjunto
de todos os pontos onde f nao se anula:

supp f = {SC € R| f(z) # 0}

(a barra horizontal denota o fecho do conjunto).

Fungbes que sejam infinitamente diferencidaveis e tenham suporte compacto sao importantes na Teoria das Distri-
buigoes. Um exemplo de uma funcao desse tipo é a funcao

0, sex<aousex>b,

S R EE U B

onde —00 < a < b < 00. O suporte dessa fungédo é [a, b], um conjunto compacto, e a mesma é infinitamente diferencidvel
(verifique!). Para um gréfico esquemdtico dessa fungéo, vide o lado esquerdo da Figura 39.1, pdgina 2143. Outro exemplo
é a funcgao

(39.11)

0, sex<—fFousex>[,

gla) == ¢ 1 ¢ —asssa, (39.12)

exp (*W) {1 —eXp <7W)}

€xp (f (a2,152)7 )

, sea<zxz<fouse —f<z<-—a,

para 0 < a < 8 < oco. Observe que o suporte dessa funcdo é o intervalo [—3, ], que a func¢do g é igual a 1 no intervalo
[, ] (um subconjunto préprio de [—f, 8]). Para um gréfico esquemético dessa funcao, vide o lado direito da Figura
39.1, pagina 2143.

Figura 39.1: A esquerda, grafico esquemético da fungio f definida em (39.11). A direita, grafico esquematico da funcao
g definida em (39.12).

E. 39.5 Ezercicio. Prove que a fungdo g definida em (39.12) satisfaz 0 < g < 1 em toda a reta R. Sugestdo: mostre que a fungio
h(z) = (2* — 62)72 é crescente para 0 < < /3, o que implica (a”® — 62)72 < (z* = 62)72 para a < = < 3. o+

E. 39.6 Ezercicio. Prove que as fun¢bes f e g de (39.11) e (39.12), acima, sdo infinitamente diferencidveis. Sugestdo: no caso

da funcdo f mostre que as derivadas de fun¢des como exp —ﬁ sdo sempre da forma exp (—ﬁ) vezes um polinémio em
ﬁ. Esse polindmio diverge quando x — a mas o fator exponencial exp fm) vai a zero mais rapidamente. Para g tem-se algo
analogo. o,

O conjunto de todas as fungoes infinitamente diferencidveis de suporte compacto definidas em R™ é frequentemente
denotado por C§°(R™).
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E fécil constatar que o conjunto de todas funcdes infinitamente diferencidaveis em R™ de suporte compacto forma
um espaco vetorial: combinagoes lineares finitas de fungoes infinitamente diferencidveis de suporte compacto produzem
novamente fungoes infinitamente diferencidveis de suporte compacto. Esse espaco vetorial é frequentemente denotado
por C§°(R™) ou por Z(R"™). Os elementos de Z(R™), ou seja, as fungdes infinitamente diferencidveis em R™ de suporte
compacto, sao frequentemente denominadas funcées de teste'!.

E bastante claro pela definicio que Z(R") C .7 (R™).

Como veremos na Secao 39.2, pagina 2153, transformadas de Fourier de fungées do espago de Schwartz . (R™) sdo
novamente fungées do espago de Schwartz . (R™), fato esse de importancia em certos desenvolvimentos. Transformadas
de Fourier de fungoes de fungdes de Z(RR™) nao sdo, em geral, elementos de Z(R").

e Convergéncia no espago Z(R")

E também possivel introduzir uma nogéo de convergéncia em Z(R™). Dizemos que uma sequéncia ¢, k € IN, de
fungoes de Z(RR™) converge a uma funcao ¢ de Z(R™) se as seguintes condigoes forem satisfeitas: 1. existe um conjunto
compacto K C R™ tal que para todo k € IN grande o suficiente o suporte da diferenca ¢, — ¢ estd contido dentro de K;
2. para todo multi-indice 3 a diferenca DPp; — DP¢ converge uniformemente & funcio nula em K, o que equivale a dizer

que klim sup{ ‘Dﬁ(gak —o)(@)|, z € K} = 0.
—00
Por exemplo, a sequéncia de fungoes de Z2(R) dada por

1 1
7 eXP (—m) , paraz € (=1, 1),

1pK(z) =
0, para x g (_17 1) )

k € IN, converge & fungdo nula no sentido de convergéncia do espago 2(R), definido acima, mas a sequéncia de fungoes
de 2(R) dada por

2 1
—k _ _
e eXp( = (:c/k)Q) , parax € (—k, k),

20k (7) = (39.13)

0, parax%(_k) k)7
k € IN, ndo converge a fungdo nula no sentido de convergéncia do espago Z(R), definido acima (pois a condigdo 1 é
violada).

O estudante deve observar, porém, que tanto a sequéncia ;px quanto a sequéncia oy convergem a fungao nula no
sentido de convergéncia definido no espago de Schwartz .(R). Vide Exercicio E. 39.7. Esses exemplos mostram que as
nogoes de convergéncia no sentido do espago .#(RR) e no sentido do espago Z(R) sao diferentes!

E. 39.7 Ezercicio. Usando (39.3), mostre que klim liokllm, ¢ =0e klim 20k ||m, ¢ = O para todos m, g € Ng. Isso diz-nos que
— 00 —>00

tanto a sequéncia 1% quanto a sequéncia 2y convergem a funcdo nula no sentido da convergéncia em . (R). o,

E. 39.8 Ezercicio. Mostre que a sequéncia de fun¢des de Z(R) definidas por 3¢k (x) := ¢(xz — k), k € IN, onde

1
exp (—17:”2) , paraz e (-1, 1),
0, paraz & (—1, 1),

n3o converge a fungio nula no sentido de convergéncia do espaco Z(R) e ndo converge a fungdo nula no sentido de convergéncia do
espago . (R). o,

Hinfelizmente, alguns autores também denominam funcdes de teste as fungdes de .7 (R™).
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Como no caso do espago . (RR™), comentamos que a nogao de convergéncia nos espagos Z(R"™) estd associada a nogoes
topoldgicas mais profundas, mas aqui iremos nos limitar a uma discussao elementar. Vide referéncias citadas no inicio
da presente secao.

Importante nessa discussao é a seguinte afirmacao:

Proposicao 39.1 Se ¢j é uma sequéncia de elementos de 2(R™) que converge a uma fungio ¢ € Z(R™) no sentido de
convergéncia de 2(R™), entdo ¢i também converge a ¢ no sentido de convergéncia de . (R™). O

O exemplo da sequéncia ok de (39.13), acima, mostra que a reciproca da afirmagéo dessa proposigao nao é verdadeira,
pois 2y, converge & fungdo nula segundo .#(R) mas nao segundo Z(R) (vide Exercicio E. 39.7).

Prova da Proposicdo 39.1. Considere-se uma sequéncia ¢y, de elementos de Z(RR™) que converge a uma fungéo ¢ € 2(R")
no sentido de convergéncia de Z(R™). Entdo, existe um compacto K C R" tal que ¢, — ¢ tem suporte contido em K
para todo k grande o suficiente. Para tais k’s e para valera

lox = Plim.s = sup {1+ |l2l)™ [D*(er = @) (@)] , w € R} = sup {(1 + |l2])™ |D*(or — ¢) )|, w € K}

= sup{(l + ||z|)™, x € K} sup{ |D5(g0k —)(@)|, z € K} ,

sendo m € Ny e § um multi-indice, ambos arbitrarios. O fator sup {(1 +||z|)™, z € K} é finito (pois K é compacto) e

é independente do indice k. Ja o fator sup{ ‘Dﬂ(gak — cp)(:c)‘ , T E K} converge a zero para k — co pois, por hipdtese,
DP ). converge uniformemente a D?¢p. Isso provou que klim ller — @llm, 5 = 0 para todo m € Ny e todo multi-indice 3,
— 00

estabelecendo que @), também converge a ¢ no sentido de convergéncia de ./(R"™). |

e Uma proposigao ttil

A proposicao a seguir serd usada no que segue, por exemplo na discussao sobre a transformada de Fourier no espago
de Schwartz.

Proposicao 39.2 Se f € S(R") satisfaz f(a) = 0 para algum a = (a1, ..., a,) € R™, entdo [ pode ser escrita na
forma f(z) = Z(xk —ag)fr(x), onde as fungdes fi, sio também elementos de & (R™). O
k=1

Prova. Pelo Corolario 38.2, pagina 2092, sabemos que podemos escrever

n

fl@) = Y (wr — ap)hi(z) |

k=1

onde as fungoes hy sao infinitamente diferencidveis. Isso nao implica, todavia, que sejam fung¢ées de Schwartz. Sabemos,
~ . T —ag) . . . . S
por outro lado, que as fungoes g definidas por gi(z) := f(z)w sao infinitamente diferenciaveis exceto em = = a,
T—a
, assi iv. , mais rapi inomi , poi Z. isso, v
e decaem, assim como suas derivadas, mais rapido que qualquer polindémio em z, pois f o faz. Fora isso, vale

n Z(xk B ak)2
> @k —ar)gi(x) = f(x) k:T

k=1

= f().

x —al?

Seja agora uma funcao infinitamente diferencidvel e de suporte compacto x escolhida de modo que x(x) = 1 para
todo z em uma vizinhanga de a. Um exemplo seria a fun¢io x(z) = g (||z — a||?), onde g ¢ a funcdo definida em (39.12).
Defina-se para cada k

fe(@) = (1= x(2))gr(z) + x(2)hn(2) -
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Como comentamos acima, gi s6 nao é diferencidvel em z = a, mas 1 — x anula-se em uma vizinhanca de a. No
suporte de 1 — x as fungoes g decaem, assim como suas derivadas, mais rapido que qualquer polinémio em z. Assim, o
produto (1 — x)gx é uma fungao de Schwartz. Ja hy é infinitamente diferencidvel e o produto x(z)hx(x) é infinitamente
diferencidvel e de suporte compacto sendo, portanto, uma fungao de Schwartz. Isso provou que as fungoes fi sao de
Schwartz. Note-se agora que

> (xn — ai) frl@ (@) > (@ — ar)h(z) + ) Y (wr — ap)gr(z) = x(@)f(x) + (1 - x(2))f(z) = f(x),
k=1 k=1 k=1
completando a prova. |

e Operadores diferenciais lineares em Z(R")

Sejam ay, ..., ay funcdes infinitamente diferencidveis em R™ e sejam o', ..., o multi-indices distintos, que

escrevemos em termos de suas componentes como o* = (a¥, ..., af) € N para cada k =1, ..., N. A expressdo que
a cada p € 2(R™) associa uma fungao Ly € Z(R™) dada por

N gla*l
= Y a@) (D7¢) @) Zak ) @),
k=1 1 !

. axn"

define um operador diferencial linear em 2(R™). Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £ por

N . gla®|
= Zak(x)Da = Zak(ac) —

1 ak '
k=1 k=1 6$1 -0z

Podemos definir, o chamado operador diferencial linear dual de £, denotado por £T como sendo o operador diferencial
linear que a cada ¢ € Z(R") associa uma fungao LTy € Z(R™) dada por

N

T - > _1\le"| a akl alakl(akw)
(£70)@) = > (=D"I(D*" (@) ) (@) = @) (39.14)

(e (o3
ot gt 0 ... 9zl

E importante notar que, com as defini¢ées acima, vale para todas as fungdes ¢, 1 € 2(R™) a seguinte relagao:

/n o(z) (L) (z) d"z = /n (LT0)(z) Y(x) d"x . (39.15)

(Verifique! Sugestdo: integragao por partes). A validade dessa relagdo é a razao de ser da defini¢io do operador dual £
Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £7 por

N N
T — Z(*l)‘aleak(ak*)(z) _ (—1)le klm

), (39.16)
k=1 k=1 Ox,* - - Oz

“ b2

onde o simbolo indica a posicao ocupada pela funcdo de Z(IR") sobre a qual £ atua.

Operadores diferenciais lineares podem ser definidos em .#(IR™) sob condigbes mais restritivas. Para descrevé-los
precisamos introduzir a nogao de fungao de crescimento polinomialmente limitado.

E. 39.9 Egercicio. Prove, usando a definicdo (39.14) ou usando (39.15), que (£7)" = £, *

e Fungoes de crescimento polinomialmente limitado

Uma breve definicao: uma fungao g : R™ — C é dita ser uma funcdo de crescimento polinomialmente limitado se
existirem uma constante C' > 0 e um inteiro nao negativo m tais que, para todo x € R, vale

lg(z)| < C(A+[lzl)™ . (39.17)
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Fagamos a observagao que se g é uma funcgao infinitamente diferencidvel e de crescimento polinomialmente limitado,
entao suas derivadas nao sao necessariamente de crescimento polinomialmente limitado. Um exemplo a se ter em mente

¢ a funcéo de uma varidvel real g(z) := sen (eﬁ"z> que ¢é de crescimento polinomialmente limitado (pois |g(x)| < 1 para

todo z € R), mas sua derivada é ¢'(z) := 2we® cos ( 2) que nao é de crescimento polinomialmente limitado (devido ao

fator e”).

e O espago Oy

Denotaremos por Oy (R™) a colegdo de todas as fungoes infinitamente diferencidveis que, junto com todas as suas
derivadas, sejam de crescimento polinomialmente limitado:

Opm(R™) = {g € C*(R"™)| para todo n-multi-indice « existem C, > 0 e m, € Ny
tais que para cada z € R"™ vale |[D%g(z)| < Cq(1+ Hx||)m“} .

E um exercicio simples provar que se g € O (R™) e f € .(R™) entiio o produto gf é também uma funcio de . (R™),
o mesmo valendo para produtos como (D%g)(D®f), para quaisquer n-multi-indices o e 8. Essa observacao conduz a
nogao de operador diferencial linear em #(R"™), da qual trataremos logo adiante.

e Operadores diferenciais lineares em . (R")

Sejam aq, ..., ay elementos de Oy (R™) e sejam a1, ..., ay n-multi-indices distintos que escrevemos em termos de
suas componentes como o = (a¥, ..., aF) € N} paracada k=1, ..., N. A expressio que a cada f € .7 (R") associa
uma fungdo Lf € .7 (R") dada por

N " N gletl ¢
(L) @) = D an(@) D f(z) = Y an(r) ————(2),
k=1 k=1 Ozt -+ 0xp"
define um operador diferencial linear em . (R™). Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £ por
N . N gla®l
=D @D = ) an(e) ——— .
k=1 k=1 Ozt - 0wy
Com ay, ..., ay elementos de O (R™) podemos definir também o chamado operador diferencial dual de £, denotado

por LT como sendo o operador diferencial que a cada f € .#(R") associa uma funcao LT f € .7(R™) dada por
N N
ole*
LT (@) = S (=)D (@ f)(z) = Y (-1l k'%(x) . (39.18)
k=1 k=1 31?1 - Oxgr

E importante notar que, com as defini¢oes acima, vale para todas as fungoes p, ¥ € #(R"™) a seguinte relacao:

/n p(z) (Ly)(z) d"z = /n (L70)(z) Y(x) d"x . (39.19)

(Verifique! Sugestdo: integracdo por partes). A validade dessa relacdo é a razao de ser da defini¢do do operador dual £

Simbolicamente, denotamos o operador diferencial linear £ por

N N

TS ) D () (a) = 3 (et L)

(o3
k=1 k=1 Oxy* - Oy

onde o sfmbolo “x” indica a posi¢ao ocupada pela fungio de .(R™) sobre a qual LT atua.
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E. 39.10 Ezercicio. Prove, usando a definicdo (39.18) ou usando (39.19), que (LT)T =UL. o,

e Duas estruturas algébricas em .(R™). O produto pontual e o produto de convolugao

Se f e g sdo dois elementos do espago #(R™) seu produto usual (f - g)(z) = f(x)g(z), também denominado produto
pontual, é igualmente um elemento do espago . (RR™). Para ver isso, sejam dois n-multi-indices « e §. Pela regra de
Leibniz (39.6), pagina 2142,

Bl

D (fg))| < > i [ (D@D (9) @)
. B1lBa!
B1. B2 EMy)
B1+B2=8
(39.10) |2 a1
< Z D100 Hf”qnﬁl”quz,ﬁz .
el 0 el , 2, BB
B1+B2=p

Escolhendo ¢; e g2 grandes o suficiente (g1 + g2 > |«|), segue que sup
TERN

anB(fg)(x)‘ < 00, para todos a e 3, estabele-

cendo, como se desejava, que f - g € Z(RR"™). Isso demonstra também que o espaco de Schwartz . (R™) é uma algebra
com o produto pontual de fungdes. Trata-se de uma dlgebra Abeliana e associativa (para as definigdes, vide Se¢ao 2.1.6.3,
pégina 144).

Existe uma segunda maneira de fazer de #(R"™) uma &lgebra Abeliana e associativa, a saber, por meio do chamado
produto de convolucao. Se f e g sdo dois elementos do espago . (R™) define-se seu produto de convolugdo, denotado por
f * g, pela expressao

1 mn
(fxg)(x) = W/R flz—y)gly)d’y . (39.20)

O estudante deve ser advertido do fato que alguns autores (notadamente na Teoria das Probabilidades, vide comentério
& péagina 2152) definem o produto de convolugéo sem o fator W na expressao acima. Cuidado é, portanto, necessario
ao se comparar expressoes de textos diferentes.

Provemos primeiramente que o lado direito de (39.20) existe e define um elemento de .(R"). De (39.10) (com 5 = 0)
tem-se que

J.

1
17 lov,0l9llas. o / d"y
woldleo f T g @+ Tole

Cauchy-<Schwarz HfH || H / 1 dn / 1 dn
< ,01191lgz2,0 Al —an2a &Y @+ [y “ Y
q1 q2 - (1 + Hx _ yH)qu n (1 + ||y||)2CI2

1 1
= fllgr,0ll9]lgz, 0 / s d™y / s d™y
17 llav.ollgllaz.0] | Ty TyEm TR I)Er

< 00,

flz—y)gy)|d"y

IN

escolhendo ¢; e g2 grandes o suficiente. Isso prova que a integral do lado direito de (39.20) converge absolutamente.
Notemos agora que para dois n-multi-indices « e 8

X 1
22D (fxg)(@)] < W/

z® (fo(x - y))g(y)‘ d"y

(39<10) |\f|\2q,6|\9||2q,o/ |z "
>~ (27T)n/2 Rn (1 + ||$ — y||)2q(1 + HyH)Qq

< Mlfll2q5llgll2g.0 |7
B @mm2 (L4 fz])e
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onde, na ultima passagem, usamos a desigualdade
1 M
dy < ————, (39.21)
/]R” (1 + [z —yl)?2(1 + [ly[[)* (1 + [[=[])?

vélida para todo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n), onde M > 0 é uma constante. A demonstragao de (39.21) encontra-
se no Apéndice 39.A, pagina 2249. Concluimos que, tomando ¢ grande o suficiente (¢ > |a|) que sup ‘:L'aDﬁ (f = g)(:c)| <
xGRW

oo para todo « e 3, o que demonstra que f x g € .7 (R").

E. 39.11 FEzercicio. Alternativamente, prove as afirma¢des feitas acima com o uso da desigualdade (3.2), pagina 284. "

Essas consideragoes provaram que .¥(R™) é uma élgebra com o produto de convolugdo. Para provarmos que a dlgebra
é Abeliana, ou seja, que f * g = g * f para todos f, g € . (R"), notamos que

1 yooy 1 .
(fxg)(x) = W/mf(wy)g(y)d”y = @ e fWglx —y)d'y = (g* f)(z) .

Para provarmos que a &lgebra é associativa, ou seja, que (f * g) * h = f x (g x h) para todos f, g, h € Z(R"™), notamos
que

(Fro)s0)@) = G | G eoe =) by

- <271r>n / . ( | ey —w)g(w) d"w) h(y) d"y

1 : )
1 mn
= G Jy [E g e w)dte

= (Feg=n)@.

A inversao da ordem das integracdes na passagem da terceira para a quarta linha, acima, é justificada pelo réapido
decaimento do integrando.

Vemos, entdo, que o espago de Schwartz .(R™) é uma dlgebra Abeliana e associativa para o produto pontual e
para o produto de convolugdo. Denotamos essas duas algebras por (Z(R"), -) e (Z(R™), *), respectivamente. Como
veremos adiante (Proposigao 39.10, pdgina 2168), essas duas dlgebras sdo isomorfas, com isomorfismos sendo dado pela
transformada de Fourier ou sua inversa.

Os seguintes fatos serdao usados no que seguira.
Proposicao 39.3 Seja R : . (R™) — .#(R") definida por (Rf)(x) = f(—x) para toda f € .#(R"). Entdo, R* =1, onde

1 € o operador identidade agindo em . (R™), ou seja, 1f = f para toda f € L (R™). Além disso, R(a*b) = (Ra) x (Rb)
e R(a-b) = (Ra) - (Rb) para duas fungoes de Schwartz a e b quaisquer. O

Prova. Exercicio! |
O espago das fungdes de Schwartz . (R™) e o espago das fungoes de teste Z2(R™) sao de fundamental importancia para

o tratamento de dois objetos de grande interesse, particularmente para o estudo de equagoes diferenciais: as transformadas
de Fourier e as distribuigoes.
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39.1.1 Funcoes Gaussianas

Uma funcdo g : R — C que seja da forma g(x) = 76’“(1’5)2, z € R,coma>0ex, € C,édita ser uma fungdo
Gaussiana'? (em uma variavel). Fungoes Gaussianas sio, naturalmente, funcoes de Schwartz. Elas desempenham um
papel especial na Teoria de Probabilidades (distribuigdes normais. Vide (39.27), pdgina 2152), na Mecanica Quantica
(o problema do oscilador harménico, estados coerentes) e na Mecéanica Estatistica. Suas propriedades sdo também de
interesse na teoria das transformadas de Fourier e na Teoria das Distribuicbes, como veremos. As transformadas de
Fourier de fungoes Gaussianas serao estudadas na Segao 39.2.1.2, pagina 2162.

E. 39.12 FEzercicio. Mostre que uma funcio da forma 'ye_“(’”_’g)z'“g’”, z€R,coma>0er~, B, 0 €C, também é uma funcdo
Gaussiana. Sugestdo: completar quadrados. o,

e A integral Gaussiana

Mencionemos aqui um resultado importante, e muito bem conhecido, sobre integrais de fungoes Gaussianas. Para
a>0efeR, vale

/ P g (39.22)

A integral do lado direito é frequentemente denominada integral Gaussiana.

Uma demonstragdo elementar de (39.22) é a seguinte. Observemos primeiramente que, para /3 real, o lado esquerdo
de (39.22) independe de 3, o que facilmente se vé pela mudanca de varidveis y — y+ 8. Seja agora I(a) := ffooo e~ dy.
Entao,

[e’e) [e’s) [e’s) 27
I(a)2 = (/ e—ax’ dac) </ e’ dy) = jj e—a(@®+y?) dxdy = / / e—ar’ rdrdye
oo oo w2 o Jo

o0 5 2 o0 T

— U=r —
:QW/e“Trdr:ﬂ/ea“du:—,
0 0 a

de onde concluimos que I(a) = \/é , como desejdvamos. Na terceira igualdade, acima, passamos a integracido em R? de

<

coordenadas Cartesianas a coordenadas polares, com r = y/z2 + y2 e ¢ = arctan(y/x).

Uma interessante demonstragao distinta da relagao (39.22), que nao usa o truque de transformar para coordenadas
polares a integracao em R?, pode ser encontrada em [504].

O resultado (39.22) pode ser estendido ao plano complexo: para a € € com Re (a) > 0 e para § € C, vale também

/ e—a(w=5)* dy = \/E, (39.23)
—oo a

onde /a é o ramo principal da fungao raiz quadrada na regiao a € C com Re(a) > 0, ou seja, escrevendo a na forma
polar como a = pe'?, com p>0e ¢ € (—7/2, 7/2), tem-se /a := \/pe’?/2.
Apresentemos uma demonstragao dessa afirmacdo. Primeiramente, observemos que, para cada y € R, o integrando

e=4W=8)" & uma funcao analitica de a e de 8 em todo o plano complexo. Segundamente, para y € R, a parte real de
—a(y — B)? é —Re(a)y* + 2Re (aB)y — Re (a3?). Logo,

‘e*“(y*mQ‘ = exp ( —Re(a)y? + 2Re (aB)y — Re (aﬂQ)) .

Isso torna evidente que para Re (a) > 0 a integral do lado esquerdo de (39.23) é absolutamente convergente. Por ser uma
integral absolutamente convergente de uma fungao analitica na regido a € C com Re(a) > 0 e 8 € C, concluimos que o
lado esquerdo de (39.23) é uma funcao analitica de a e 8 nessa regido. Finalmente, observemos que para a € C, fixo, e
com Re (a) > 0, a fungdo de 8 € C dada por

/Oo e~ W=A) gy /Oo e~ dy

12 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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é nula sobre o eixo real (por (39.22), como j& comentamos) e, por ser analitica, é nula'® para todo 8 € C. Analogamente,
no dominio a € C com Re (a) > 0 a fungéo de a definida por

[e.¢]
/ e’ dy — 4/ z
—oo a

anula-se no semieixo real onde a > 0. Logo, por analiticidade, anula-se também em toda o dominio a € C com Re (a) > 0.
Isso estabelece a validade de (39.23) para a € C com Re (a) > 0 e para 3 € C.

Com a substituicao 5 — —if3/(2a), é ficil verificar que podemos reescrever (39.23) como

1 oo exp ( - B2/ 4a)
—_ e —_— .
V2m [oo V2a

Como veremos, o lado esquerdo de (39.24) representa a transformada de Fourier da fungdo Gaussiana e~ Obteremos
essa mesma transformada de Fourier de diversas outras formas no que segue, mesmo para fungoes Gaussianas de varias

varidveis. No Exercicio E. 39.62, pagina 2242, apresentamos uma demonstragao de (39.24) fazendo uso de integragao
complexa.

—ayt =iy gy — (39.24)

E. 39.13 Ezercicio. Para m € IN, mostre que

£ 5 0, m impar,
m _—aT
/ x"e dxr =
- ./W(m—l)” s m par.
Sugestdo: Para m impar o resultado é ébvio. Para m par da forma m = 2n, com n € IN, mostre que

n d”
da™

/ e dy = (=" d e’ dz = (-1)

n
oo da

e o] w3
/ e " d = \/E(fl)"d—ofl/2 = Vra VEm2 T 2n — ).
—00 — 00 da”

Justifique a inversdo de ordem da integral pelas derivadas na segunda igualdade. o+

e A convolugao de fungoes Gaussianas

Denotaremos por 4(R) o espago vetorial composto por combinagoes lineares finitas de fungdes Gaussianas. Natu-
ralmente, 4 (R) é um subespago vetorial de .(R). Como o produto de duas fungoes Gaussianas é novamente uma
funcao Gaussianas (justifique!), segue que 4(R) é também uma dlgebra em relagdo ao produto usual de fungoes. Essa
algebra é denotada por (4(R), -). O exercicio a seguir revela que 4(R) é também uma algebra em relacao ao produto
de convolucao.

E. 39.14 Ezercicio. Sejam f(z) := emalm=b)? ¢ g(z) = e=°=D? onde a, b, c e d sio constantes reais, sendo a > 0 e ¢ > 0.
Mostre que
(fxg)(z) = ~ L o (—i(x —b— d)2) (39.25)
2(a+c¢) a+c ’ ’

ou seja, a convolugdo de duas fun¢des Gaussianas é novamente uma fung¢do Gaussiana. Sugestdo. Complete quadrados no integrando
do lado esquerdo e use o resultado da integral Gaussiana (39.22).

A expressdo (39.25) é também vilida para b e d complexos arbitrarios. Isso pode ser provado com métodos de integragdo complexa
ou com os métodos que desenvolveremos adiante. Uma argumentag¢3do talvez mais simples consiste em observar que, para a e ¢ positivos
e fixos, ambos os lados de (39.25) sdo fungdes analiticas inteiras de b e d e, portanto, devem ser iguais em toda parte, pois sdo iguais
quando b e d s&o reais. Que o lado direito de (39.25) é uma fungdo analitica inteira de b e d é evidente. Que o lado esquerdo de (39.25)
é uma func¢3o analitica inteira de b e d segue do fato que o integrando é analitico nessas varidveis e do fato que a integral converge
absolutamente. Verifique! ok

13 A argumentacio é a seguinte. Seja f uma fungio analitica em um dominio aberto conexo  C C que intercepta a reta real em um intervalo
nao vazio aberto I = 2 N R e suponha que f seja nula em I. Entdo, f é nula em todo 2. Para ver isso, note que as derivadas reais de f [
sao todas nulas, por hipétese. Como f é analitica em 2, as derivadas complexas de f coincidem em I com suas derivadas reais, todas nulas.
Logo a série de Taylor de f centrada em qualquer ponto de I é identicamente nula e, portanto, existe um aberto em C contendo I onde f é
identicamente nula. Isso implica que f é identicamente nula em todo .
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Concluimos do exercicio E. 39.14 que (9(R), -) e (9(R), *) sado subdlgebras de (< (R), -) e (“(R), %), respectiva-

mente.
Todas essas afirmagoes sobre fungoes Gaussianas generalizam-se de forma imediata para fungées Gaussianas de varias
varidveis.
E. 39.15 Ezercicio. Demonstre a identidade )
(fax )" = fr, (39.26)
onde, para A > 0, a fungdo fx é definida por fi(z) := (4)\)1/367”2, z e R. "

e A distribuigcao normal de probabilidades

A expressao (39.25) contém uma informagao importante para o contexto da Teoria das Probabilidades. Para o > 0,
e i € R, seja N[u, 0] a funcio definida em R por

N, o*](z) = 1 exp ,M reR (39.27)
8 " Vano? 200 ) | |
oo
Essa fungdo Gaussiana satisfaz / N[u, 02] (x)dx = 1 (verifique!). Assim, como a fungéo N[u, 02} é nao negativa, ela
—o0

representa uma (importante) distribuigdo de probabilidades, denominada distribuicao normal, ou distribui¢do Gaussiana.
Sua média (ou valor esperado) Eny,, »2) € sua varidncia Varyy,, ,2) sdo dadas, respectivamente, por

oo oo
Enfu, 02 = / xN[u, 02](30) der = p, Vary(,, o2 = / (ac—u)QN[u, 02](30) dr = o?.

—0o0 —0Q0

E. 39.16 Ezercicio importante. Prove essas duas igualdades! &

O desvio padrao de uma distribuicao de probabilidades é definido como sendo a raiz quadrada de sua variancia e,
portanto, o desvio padrao da distribuicao normal N [,u, 02] é 0. Uma distribui¢ao normal é, consequentemente, definida
univocamente por sua média e por seu desvio padrao (ou, equivalentemente, por sua variancia).

E. 39.17 Ezercicio. Mostre que os pontos de inflexdo da funcio N[/,L, 02], definida em (39.27), sdo p+ 0. Recordando, os pontos
de inflexdo de uma fun¢do sdo aqueles onde sua derivada segunda anula-se e, portanto, sdo os pontos onde a derivada segunda da funcdo
troca de sinal e a fungdo passa de concava a convexa, ou vice-versa. Vide Figura 39.2, pagina 2153. &

Ao aplicarmos relagao (39.25), pdgina 2151, para a convolucao de duas distribui¢ées normais, N [ul, Uﬂ e N [,ug, US] ,
obtemos a seguinte relacao:

1
N, of] * N[p2, 03] = \/—Q_FN[M + pi2, 0f + 03] . (39.28)
E. 39.18 FEzercicio muito importante. Verifique a validade disso a partir de (39.25)! "

Assim, se ignorarmos o fator 1/v/27 do lado direito, reconhecemos o fato importante que a convolucdo de duas
distribuigbes normais é novamente uma distribuigao normal cuja média e variancia sao dadas pela soma das médias e
das variancias das distribuicoes anteriores.

Comentdrio. O fator 1/v/27 do lado direito de (39.28) merece um comentdrio. Se tivéssemos omitido os fatores 1/v/2m na definigdo do produto
de convolugdo em (39.20), pagina 2148, a relacgdo (39.28) ficaria simplesmente, e mais elegantemente,

Np1, 02] * N[u2, 03] = N [p1 + p2, o + 03] . (39.29)

Essa é a razdo de por que a defini¢do de produtos de convolucdo na Teoria de Probabilidades frequentemente omite os fatores 1/v/27 adotados
em (39.20). A defini¢do em (39.20) é mais adequada ao tratamento de transformadas de Fourier, pois ela faz da transformada de Fourier um
homomorfismo algébrico entre o produto pontual e o de convoluc¢ido, como veremos. &

Para a > 0, seja

P(a, o) = /MJraN[,u7 o?]dx . (39.30)
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E bastante claro que P(a, o) independe de u. A grandeza P(a, o) representa a probabilidade de um evento descrito
pela distribuicao normal de probabilidades N [,u, 02} ocorrer no intervalo [ — a, p+ a], ou seja, ocorrer no intervalo de

largura 2a centrado no valor médio . E possivel determinar, calculando-se numericamente a integral em (39.30), que
P(o, o) = 0,682689492 , P(20, o) = 0,954499736 , P(30, o) = 0,99.7300204 ,

P40, o) = 0,99993666 , P(50, o) &= 0,999999426697 .

Em palavras, isso significa que, em uma distribuicao normal, eventos que se desviem da média por no maximo um, dois,
trés, quatro ou cinco desvios padrao tém uma frequéncia de ocorréncia de aproximadamente 68,27%, 95,45%, 99, 73%,
99,994% e 99,9999426697%, respectivamente.

A
(271_02)*1/2 RS SEUU U SSUUUUEUUU USRS

Y

N

Figura 39.2: Grafico da distribuicao normal de probabilidades N [u, 02}, sendo indicados o valor médio p e o desvio
padrao o. O méximo da fungéo é 1/v2702. O ponto de maximo da fungéo coincide com o valor médio da fungao: u. A
“largura” da curva é proporcional a o e sua altura a 1/0. A drea sob a curva é 1 para qualquer valor de p e de 0. Os
pontos p + o sao os pontos de inflexao da curva.

39.2 Transformadas de Fourier

Nesta secao apresentamos as definigoes e os resultados mais relevantes sobre as transformadas de Fourier, primeiramente
no espago L1(R™, dz) das fungoes integraveis em R™ segundo a medida de Lebesgue, depois no espaco de Schwartz e,
na Secdo 39.2.2, pagina 2172, no espaco de Hilbert L?(R", dx).

As transformadas de Fourier revelam toda a sua importancia e todo seu poder quando, aliadas & Teoria das Dis-
tribuicoes, sao inseridas no contexto da teoria das equagoes diferenciais. Seu estudo é relevante também na Teoria dos
Espacos de Hilbert e na Teoria de Grupos, mas as mesmas também tém interesse por si s6. No obitudrio que escreveu
em homenagem a G. H. Hardy'#, notério por sua paixdo pela matematica pura, em detrimento de suas aplicacoes, Tit-
chmarsh!® escreve'®, ndo sem uma ponta de ironia: “Hardy had singularly little appreciation of science for one who was
sufficiently nearly a scientist to be Fellow of the Royal Society. [...] I worked on the theory of Fourier integrals under his
guidance for a good many years before I discovered for myself that this theory has applications in applied mathematics, if
the solution of certain differential equations can be called “applied”. I never heard him refer to these applications”'" .

A teoria das transformadas de Fourier é quase tdo antiga quanto a teoria das séries de Fourier (das quais tratamos
na Secao 38.4, pdgina 2095) e, em verdade, derivou daquela. A relacdo entre ambas, porém, nem sempre ¢ iluminante e
por isso nao iremos nos ater & mesma aqui. Para um excelente texto, rico em comentarios histéricos e aplicagoes, vide
[308]. Para uma introducao elementar em lingua portuguesa, vide o também excelente [168].

4 Godfrey Harold Hardy (1877-1947).

15Edward Charles Titchmarsh (1899-1963).

16E,. C. Titchmarsh. “Godfrey Harold Hardy”. The Journal of the London Mathamatical Society, 25, 81-101 (1950).
70p. cit., pag. 85.
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Uma fungao f : R™ — C é dita ser uma fun¢do integrdvel em R™ se satisfizer fan |f(x)] dz < co. Denotaremos por
L'(R™) o conjunto das funcdes integrdveis (em R™)!8.

Se f é uma funcio integrdvel (real ou complexa) definida em R", define-se a transformada de Fourier'® de f como
sendo a fungao definida em R™, denotada por F[f], dada por

1

P —iy-x Jn
onde . = (21, ..., xp) ER", y= (21, ..., 2p) ER"ey-x=x-y=a1y1 + -+ Tpyn = (¥, ). A transformada de
Fourier conjugada de f, denotada por F¢[f], é definida por
1 )
c o +iy-x gn
FUfy) = @2 J (z) et gy (39.32)

Se denotarmos por R o operador que a cada fun¢do g(x) associa a fungdo g(—z) (ou seja (Rg)(x) = g(—=x) para todo
x € R™) é evidente que para toda f integrével

Ff] = R(F1f)) - (39.33)

E também evidente pelas definigoes que para toda f integravel

(Fe[f) = F[f] - (39.34)

Adverténcia. O estudante deve ser advertido quanto ao fato que a convencao que adotamos para a definicao de transfor-
mada de Fourier nao é, infelizmente, universal na literatura fisica e matematica. Alguns autores definem a transformada
de Fourier por F[f](p) := [ f(x) e~ P* d"x, omitindo o fator W, o qual reaparece elevado ao quadrado na definicao

da transformada de Fourier conjugada: F¢[f](p) := ﬁ Jn fz) et T dra, Nessal convencao, F°[f] = ﬁR(?[f])
Outros autores omitem os pré-fatores W, mas inserem um fator 27 no expoente e~ *7'* do integrando, que fica e 2P,
Em livros de Fisica, especialmente nos de Mecanica Quéantica e Teoria de Campos, é comum também introduzir-se um

fator A no expoente, que fica e=#*/" Cuidado é, portanto, necessério ao comparar-se textos diferentes°.

e Transformadas de Fourier. Propriedades elementares

Antes de nos aprofundarmos na teoria das transformadas de Fourier é importante listarmos algumas de suas propri-
edades elementares.

A transformada de Fourier e a transformada de Fourier conjugada sdo lineares: se f e g sdo duas funcdes integrdveis
quaisquer e « e 3 s&o numeros complexos quaisquer, valem

Flof +Pg) = aF[f1+BFlg] e Flaf+ B9l = aF°[f]+5Fg] .

Isso pode ser facilmente constatado pela defini¢do e é deixado como exercicio. Note que af + Bg também é integravel se
f e g o forem.

Seja a € R™. Se g é uma fungao integravel definida em R"™, denotemos por g, a fungao g.(z) := g(z — a), z € R™,
que consiste na funcao g transladada por a. Para a € R" defina-se também a funcio e, por e,(z) := e *** x € R™.

E elementar constatar pelas defini¢coes que para toda g integrével valem

Floa)(y) = ealy) Flgl(y) e Flgal(y) = e—aly) Flgl(y) (39.35)

assim como

Fleagl(y) = Flgl(y + a) e Fleagl(y) = Flgl(y — a) . (39.36)

Um outro fato importante sobre transformadas de Fourier de fungoes integréveis que mencionamos sem demonstracao
é o seguinte:

18Tecnicamente, é preciso requerer antes que uma funcdo integravel f seja mensurdvel em relacio & medida de Lebesgue e a integral
considerada na defini¢do de fungao integravel é a integral de Lebesgue em R™. Os espagos LP(R"™) foram introduzidos na Segdo 32.4, pigina
1671, mas para manter a discussdo em um nivel simples evitaremos ao méximo evocar resultados gerais da Teoria da Medida e Integracao
neste capitulo.

19Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

20 Alguns autores chegam a usar as diversas convencdes acima no mesmo texto!
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Teorema 39.1 Seja f € L'(R™). Se F[f](y) = 0 para todo y € R™, entdo f(x) =0 para quase todo x € R™. O

A demonstragao desse teorema encontra-se, por exemplo, em [453]. Esse teorema afirma que a transformada de
Fourier em L!'(R™) é injetiva. Afirmagao semelhante serd demonstrada adiante para funcdes do espaco de Schwartz
S (R™).

e Calculo de algumas transformadas de Fourier elementares

Transformadas de Fourier podem ser explicitamente calculadas em diversos casos. O exercicio que segue ilustra as
situacoes mais simples.

E. 39.19 Ezercicio. Reunimos aqui alguns poucos casos de funcdes cujas transformadas de Fourier podem ser calculadas por métodos
elementares. O caso de fun¢des Gaussianas sera tratado mais adiante.

a. Para a > 0, constante, seja x[_q, o] @ fungdo caracteristica do intervalo [—a, al:

1, sexé€|[—a,d],
X[-a, a] =
0, sex¢[—a,d.

Mostre que X[_gq, o) € integrdvel em R para todo a > 0 e mostre que

TXma ] (@) = \/gw (39.37)

Y

b. Seja ho(z) = e~ 7l com a > 0, constante. Mostre que h, € integrdvel em R para todo a > 0 e mostre que

Flhal(v) = @ e

c. Seja fo(z) = (7%2— com xz € R, com a > 0, constante. Mostre que f, é integrdvel em R para todo a > 0 e mostre que

T e alyl
W) = ]

Sugestdo. Método dos residuos.

d. Considere a fungio f(x) definida por

0, sex <0,
f@) =
e, sex>0.
Mostre que f € integrdvel em R. Mostre que
1 1
F = — -
) = =175

e mostre que F[f] ndo € integravel em R.

e. A transformada de Fourier das fungdes de Bessel J,,,, m € INg, foi determinada por meios elementares em (16.201), pagina 938,

resultando em
m 12 Tm(u)

YT Xt

onde T}, é o m-ésimo polindmio de Tchebychev (vide pagina 835) e x;_1, 1) € a funcdo caracteristica do intervalo [—1, 1]:

Fldm](u) = (1) (39.38)

1,uel-1, 1],
X[-1, 1](“) =
0,u¢g[-1,1].

A relagdo (39.38) deve ser entendida no sentido de transformadas de Fourier de distribuicdes temperadas, tal como discutido na
Se¢do 39.3.6, pagina 2215. Outras transformadas de Fourier envolvendo fun¢@es de Bessel foram obtidas em (16.202) e (16.204),
pagina 938.
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Todas as expressdes acima serdo usadas neste texto. "

Em todos os exemplos acima, assim como no caso de transformadas de Fourier de fungoes Gaussianas, que trataremos
logo adiante, é possivel observar a seguinte regra qualitativa: se uma fungao concentra-se em uma regiao “estreita’”,
sua transformada de Fourier espalha-se por uma regiao “larga”, e vice-versa. O significado preciso dessa afirmagao sera
apresentado na Secao 39.2.1.5, pagina 2170, quando discutirmos a “relagao de incerteza” para transformadas de Fourier.
Vide (39.102) e (39.103).

e Transformadas de Fourier e integrabilidade

E importante observar que se f é uma funcgao integravel, sua transformada de Fourier nem sempre o é. Um exemplo a
se ter em mente ¢é o da fungao f(x) definida como sendo 1 no intervalo [—1, 1] e 0 fora desse intervalo. Como facilmente se

constata, sua transformada de Fourier é F[f](y) = \/g =% (Exercicio BE. 39.19, item a) que nao ¢ uma fungao integrdvel

(vide discussao a pégina 1663). Outro exemplo (mais simples) é encontrado no item d do Exercicio E. 39.19, pagina
2155. Assim, a transformada de Fourier pode ser definida no espago das fungbes integraveis, mas ela ndo mapeia esse
espago em si mesmo. Por razoes que serao apreciadas no correr da nossa discussao, é fundamental para certos propdsitos
definir a transformada de Fourier em certos espacos convenientes de fungoes, de sorte que F seja um isomorfismo desses
espagos, ou seja, uma aplicagao linear bijetora desses espagos em si mesmos. Hé pelo menos duas maneira de fazer isso.
Uma é restringindo a definigdo das transformadas de Fourier ao espago das fungoes de Schwartz #(R™), o qual é um
subespaco do espacgo das funcdes integraveis. A outra é estendendo a definicdo da transformada de Fourier ao espaco
das fungoes de quadrado integravel, onde a transformada de Fourier pode ser definida como um operador linear unitario.
O primeiro procedimento atraird mais nossa atencao neste capitulo. Para alguns comentarios sobre a transformada de
Fourier no espaco das funcoes de quadrado integravel, vide Secao 39.2.2, pagina 2172.

39.2.1 Transformadas de Fourier no Espaco de Schwartz

Como toda fungdo de Schwartz é integravel, as defini¢oes (39.31) e (39.32) (assim como (39.33)) valem naturalmente
para fungoes f € #(R™). O ponto fundamental dessa restri¢do as fungdes de Schwartz é que, como veremos logo
adiante, a transformada de Fourier leva bijetivamente fungées de .(R™) em fungdes de .#(R™). Como comentamos
e exemplificamos acima, isso ndo é sempre verdadeiro no espaco das funcoes integraveis. Além disso, estabeleceremos
que a transformada de Fourier é uma aplicacdo continua na topologia de .(R™), um fato relevante na Teorias das
Distribuigoes. O primeiro resultado que precisamos para provar essas afirmagoes é o seguinte:

Proposicao 39.4 Se f € Z(R"™), entdo F[f] e F¢[f] sao infinitamente diferencidveis, ou seja, sdo elementos de C*°(R"™)
e vale
(=)

« 1 —ipx gn _ a —ip-x Jn
07 (g [, 107" ) = (o [ e s e, (30.39)

para todo n-multi-indice «. O

Prova. A demonstragio para F¢[f] é idéntica & demonstragdo para JF[f], de modo que trataremos apenas da segunda.

F[f](p) é dada pela integral W Jgn f(z)emP*d . O integrando f(x)e” " é uma funcio infinitamente diferencidvel

de p e tem-se DY (f(z)e~ ") = (—i)l*la® f(x)e~ . Como f € (R"), a fungdo 2* f(x)e """ é também um elemento
do espago de Schwartz (como fungdo de z), decaindo rapidamente a zero quando ||z|| — oo. Com isso, é elementar
constatar que as condigoes da Proposicao 38.5, II, pdgina 2073, sdo satisfeitas e, por aquela proposicao, (39.39) vale para
todo n-multi-indice . |

A aplicacdo R definida para cada f € . (R") por (RF)(z) = f(—x) é, evidentemente, uma aplicagao linear e inversivel
de .(R™) em si mesmo, a inversa sendo R~! = R. No espaco C*°(R™) das fungoes infinitamente diferencidveis podemos
definir outras duas aplicagoes lineares que usaremos, as quais sao definidas para cada f € C*°(R") por

(Ph@) = oL@ o (@) = wul@) (30.40)
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paraa =1, ..., n. Claro estd que, paracadaa =1, ..., n,
P, = —iD, . (39.41)

Naturalmente, P, e @, agem também nos elementos de .#(R™) (pois . (R™) C C*°(R™)) e é evidente pelas defini¢oes
que a imagem de P, e @, por um elemento de ./(R") é novamente um elemento de .(R") (Exercicio!). Portanto, os
operadores P, e @, sdo, para cada a, operadores lineares agindo em . (R"™).

E. 39.20 Ezercicio. Prove que os operadores P, e (Q, s3o, para cada a, operadores lineares e continuos agindo em .(R"), na
topologia desse espaco. "

E muito facil constatar que os operadores P, e @, satisfazem em C°°(R") as seguintes relagoes algébricas de co-
mutacao:

PoQo—QvPy = —idap (39.42)

QaQb - Qan =0 ;

pP,P,-PFPP, = 0 )
para todos a, b € {1, ..., n}.
E. 39.21 Ezercicio fdcil. Prove isso usando as definices (39.40). o,
Como antes, para um n-multi-indice @ = (a1, ..., a,), definimos Q* := H?Zl Q?j e P := H?Zl Pjaj.

Com essa notagao as importantes relagdes de comutacdo (39.42) podem ser generalizadas de uma forma que serd
usada adiante sendo, independentemente disso, de interesse geral. Afirmamos que para n-multi-indices arbitrarios a e 8
vale, fazendo-se uso da regra de Leibniz (39.6), pdgina 2142,

—i)"lalp - -
PrioQit = ) - QP (39.43)
0<~y<min{a, 8} Yo =7)HB =)

De fato, para f € C*°(R™) temos

(PQ @) = (~0)ID" ")) 2 (el 3

Y (2P a—y T
e, A TN

_ Z (—i)al ! (Qﬁﬂpaﬂf) (2)

| _ | _ |
0<v<min{a, 8} Ya =B =)

— (OPPYF)(x (=)l B=ypa=v £\ (p
(@ P )+O<V<r§{a’ gy M@ =B =) (Q i f)( a

Acima usamos o fato que D7 (:CB) = % 2P~ caso v < B sendo, de outra forma, igual a zero.

Retornando as transformadas de Fourier, a seguinte proposi¢ao enuncia propriedades importantes que serao usadas
adiante.

Proposigao 39.5 Com as definicoes acima, valem as relagoes
FP, = Q.F e FQ, = —P,F (39.44)
para todo a =1, ..., n, como aplicagoes de S (R™) em C°(R"™). Além disso, vale a relagao

FR = RF (39.45)
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e também as relagoes
RQ., = —Q.R e RP, = —P,R (39.46)

para todo a =1, ..., n. |

Prova. Para f € .(R") vale, pela defini¢ao, e usando integragao por partes,

_ ; 1 ﬁ —iy-Tr gn,. __ # ae—iy~;c n
FIP.flly) = 71(2@”/2 /Rn (630& (:c)) e Vrdhy = z(2ﬁ)n/2 e (z) ey d"z

]‘ —iy-x Jn o
= gy [ S@e e = QI W),

provando que FP, = Q,F. Analogamente,

_ 1 Ciyw .. (39.39) .0 1 v m B
FlQaflly) = W/ zof(z)e™V " d'y = e (W - (x)e” " d 30) = — (PRI (),
provando que FQ, = —P,F. Para provar (39.45), notemos que para toda f € ./ (R")
1 i T—>—T 1 iy-
- _ T Jn i - +iy-x gn _ c _
AW = Gy [ fCoe v de T o [ @t e < ) = (RI))-
A prova das relagoes (39.46) é elementar. |

Podemos agora provar a afirmagao feita acima de que a transformada de Fourier leva fungoes de Schwartz em funcoes
de Schwartz.

Proposicao 39.6 A transformada de Fourier F e a transformada de Fourier conjugada F¢ mapeiam 7 (R™) em Z(R™).
Por consequéncia, as relagoes estabelecidas na Proposi¢ao 89.5 sao vdlidas enquanto aplicagoes de ' (R™) sobre si mesmo.

a

Mais adiante, no Teorema 39.3, pagina 2167, provaremos que F e F¢ mapeiam bijetivamente . (IR™) sobre si mesmo
e que F° é a inversa de F em . (R").

Prova da Proposicdo 39.6. Como F¢ = RF, é suficiente tratar de F. Seja f € #(R™). Consideremos a expressao
y*DEF(f1(y) = i'’lQ*PPF[f](y), onde o e 3 sdo n-multi-indices. Usando (39.44), temos

Yy DJFI) = F (=) PQf| ().

lg]

< . . 0
A fungio g := (—4)/PIP*QP f é um elemento de .7(R") e, portanto, vale |g(z)| < W para todo € R™ e todo
g > 0. Assim, escolhendo ¢ grande o suficiente (¢ > n),
yDIF(fl(y)| = L / g(x)e W dhz| < lglla, 0 / 1 d"z < 00.
Y (2m)"/2 Jign T @m)n Je (L[l

Isso estabeleceu que sup
yeR™

yO‘DS’J"[f](y)‘ < oo para todos os n-multi-indices « e 3, o que prova que F[f] € S (R"). N

Chegamos agora a mais uma importante propriedade da transformada de Fourier no espaco de Schwartz.

Proposicao 39.7 A aplicagoes F e F¢ sio aplicagides lineares continuas de .#(R™) sobre si mesmo. O
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Prova. Como F° = RF e R : S (R") — (R™) é continua (justifique!), é suficiente considerarmos F. Por (39.43) e
(39.44), temos para quaisquer n-multi-indices « e 3,

(39.44)

(—1)Plgpags U i Y (=1)"alp! QI

QYPPF ' |
OS’YSmin{a,B},y'(a NN(B =)

Aplicando essa igualdade a uma fungéo f € .#(R™), arbitraria, temos

DI f(x) = anf( F(y) e d”y)
Rn

— (—;)\IBl+l] alp! B=v(pa— —iy-z qn 39.47
= 0<v<rr%r;{a, B} =B =) / ! ( ! f)(y) ) v D

Agora, por (39.10), temos |y? =YDV f(y)| < ||fll,, a—’v% para todo ¢ € INy. Escolhendo-se ¢ = gg—~ grande o

-
suficiente para que f]R" W d"y < 00, obtemos facilmente que
sup [¢*DIT)@)| € D CopallFlas e
T n

0<y<min{e, 8}
- alp! lvy® ]
Oflde'cg,ﬁ,v = AMa—NIB—)! Jre a+lyp™=— : ' ' o JHlm
sao limitadas por uma soma envolvendo um ntumero finito de seminormas de f, com coeficientes positivos. Isso implica
a continuidade da transformada de Fourier ¥ em . (RR"). |

d"y s&o constantes positivas finitas. Conclui-se que as seminormas | Ff||m, g

E. 39.22 Ezercicio. Seja o operador H : .7 (R) — .(R), definido por H := %(P2 + Q2). Mostre, como consequéncia das relacdes
(39.44), que a transformada de Fourier ¥ e H comutam: FH = HF. O estudante familiarizado com a Mecanica Quéantica haverd de
perceber que, com uma certa escolha de sistema de unidades, o operador H identifica-se com o operador Hamiltoniano do oscilador
harmonico quantico unidimensional. "

39.2.1.1 As Relagoes de Weyl e a Formula de Baker-Campbell-Hausdorff

As relagbes de comutagdo entre os operadores @ e P, estabelecidas anteriormente (vide (39.42)), podem ser expressas
de uma forma “exponencial”, devida a Weyl?'. Essas expressdes sio muito relevantes em certos desenvolvimentos,
notadamente na definigdo das chamadas dlgebras CCR (veja, e.g., [79, 80]).

E. 39.23 FEzercicio. [Relagbes de Weyl| Para cada a = (a1, ..., an) € R" sejam U(a) : (R") = L (R") e V(a) : S(R") —
Z(R"™) os operadores lineares definidos por

U@f)(@) = flz—a), (39.48)

(V@) f)(x) = e f), (39.49)

onde (a, x) denota o produto escalar usual entre vetores a = (a1, ..., an) e z = (21, ..., zn) de R™: (a, ) := a1x1 + - + anZn.

Mostre que valem as seguintes rela¢des:

U@V®p) = e “ve)U(a), (39.50)

Ua)U(d') = U(a+d) = U(a)U(a), (39.51)

VOV(E) = V(B+b) = VEHVEO) , (39.52)

U@F = FV(a), (39.53)

V() = FU(-a), (39.54)

21Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955).
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para todos a, b, a’, b’ € R". As relacdes (39.50) s3o por vezes denominadas relacées de Weyl. ok

E. 39.24 Ezercicio. Prove também a validade das seguintes relacdes:

Q;U(a) = U(a)(Qj+as1) , (39.55)
PiV(a) = V(a)(Pj+a;1) , (39.56)
QiV(a) = V(@Q; , (39.57)
PiU(@) = U(a)PF; , (39.58)
paratodosa € R"eje {1, ..., n}. "

e A forma exponencial dos operadores U e V

Os operadores definidos em (39.48) e (39.49) e podem ser informalmente expressos em uma forma exponencial,
envolvendo os operadores @ e P.

De (39.49) podemos escrever V(a) = exp (ia . Q) paraa € R™, onde a-Q = a1Q1 + - - - + an@Qy. Para encontrarmos
expressao similar para U(a), fagamos algumas observagoes elementares.

Para a € R" fixo, defina-se U4(t) = U(—ta), com t € R. E elementar por (39.51) que U (£)UA(t) = Ua(t + t') para
todos t, ¢ € R. Além disso, é claro que U4(0) = 1. Assim, R 5 ¢ — U4 (¢) é um grupo uniparamétrico. Seu gerador
agindo em uma fungao f € #(R"™) é, por definicdo,

(Fuof) @ = (Ferw)@| = (@),

onde a-D = a1Dy + --- + apD,. Na ltima igualdade usou-se a regra de cadeia. Disso obtemos a relagao formal

U, (t) = exp (ta . D) (39.41) exp (ita . P), coma-P=aP,+- -+ a,P,. Assim, tomando-se t = 1, temos

t=0 t=0

Ua) = exp(—ia-P), a€R". (39.59)
Uma argumentacao totalmente similar confirma a identidade

V(a) = exp (ia- Q) , a€R™. (39.60)

Comentdrio. Uma outra argumentagdo para (39.59) é a seguinte. Seja F' : R™ — C real analitica e seja, para z, a € R"™, fixos, a fungdo
H(t) :== F(z + ta). Sabemos pela regra da cadeia que

dH d

—(t) = —F(x+ta) = <a~D F) T+ ta) ,

() = 2F@+ta) = ((a D)F)(+ta)
onde a-D =a1Dj + -+ anDy. Com isso a série de Taylor centrada em ¢t = 0 de H pode ser escrita como

ij: ((a D)" )(x) = (exp (a-D)F)(J:) (89.41) (exp (ia~P)F>(a:),

novamente com a - P =a1P1 + -+ + anPp. Com isso, podemos identificar U(a) = exp ( — ia - P). &

F(z +ta) = H(t) Z E dt—nF(x—i—ta)

Com essa notacao, as relagoes (39.50)—(39.54) e (39.55)—(39.58) ficam

o—ia-P ,ibQ g=ia ) gibQg—iaP (39.61)
piaP,—ia P _  —i(ata') P _ e—ia’~Pe—ia~P’ (39.62)
e QeitQ  — i)@' QuibQ (39.63)
e~iPy —  FeiaQ (39.64)

evF = Felal (39.65)
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para todos a, b, a’, b’ € R", e

Qje—in _ e—in(Qj —l—ajﬂ) ,
Pje'? = 9P +a,1) ,
Qe = w9, |

Pje—in _ e—inPj ,

para todosa € R" e j € {1, ..., n}.

2161/3018

(39.66)
(39.67)

(39.68)

(39.69)

Nota. Fazemos notar que, no momento, as relagdes (39.59) e (39.60) sdo formais (i.e., ndo rigorosas), pois ndo apresentamos a definigao
precisa da exponenciacdo dos operadores P e @ como operadores definidos no espago de Schwartz .#(R™). A melhor forma de fazer isso, em
verdade, é no contexto do espago de Hilbert L2(IR", d"x), que tem o espago de Schwartz .#(IR™) como subespago denso. L4, os operadores P;
e Q; sdo autoadjuntos e suas exponenciais podem ser definidas com uso do Teorema Espectral e as relagdes (39.61)—(39.65) e (39.66)—(39.69)

sao justificadas com o Teorema de Stone e com o Teorema de Stone-von Neumann.

e A féormula de Baker-Campbell-Hausdorff para os operadores Q e P

Vamos agora apresentar uma deducao informal para a chamada formula de Baker-Campbell-Hausdorff para os ope-

radores () e P. Essa formula é empregada no contexto da Mecanica Quéantica.

Para a, b € R™ fixos, defina-se
Wi o(t) == exp (it2<a, b>/2) V(ta)U(~th), teR.

Afirmamos que valem as duas propriedades que caracterizam um grupo uniparamétrico:

1. %75(0) =1e
2. W v(t1)Wa,v(t2) = Wa v(t1 + t2) para todos t1, t2 € R.

A primeira afirmacao é 6bvia e a segunda segue do seguinte computo: para t1, t2 € R,

W o(t1) W o(t) = exp (i(tf +12)(a, b) /2)V(t1a)U(—tlb)V(tQa)U(—th)

(39-50)(35-52)  vp (i(tl +t2)*(a, b>/2>V((t1 +t2)a)U(— (t1 + t2)b)

= Wa,b(t1 +t2) .
Verifique! Acima usamos que U(—t1b)V (t2a) = exp (it1t2<a, b>)v(t2a)U(*t1b), devido a (39.50).
A agio de #;, 5(t) sobre uma funcio f € .7 (R") é (verifique!)
(%b(t) f) () = exp <i3t2<a, b)/2 + it{a, x}) fla+1b) .

Com isso, vemos que o gerador do grupo uniparamétrico R 3 ¢ — #, ,(t) agindo em f € #(R"™) é

& (Fnt)f) @)

ondea-Q=a1Q1+ - -+a,Qn,b-D=b1D1+---+b,D,eb-P=bP+---+b,P,.

Disso obtemos a relagao formal

— ila, (@) + (b Df)(@) = i((a-Q+b-P)f)(@),

t=0

Wa,b(t) = exp (it(a~Q+b~P)) .
Usando as relagoes (39.59)—(39.60), isso fica

exp (it2<a, b>/2> et Qeitt P — oxpy (it(a -Q+0- P)) .
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ou seja,
et Qe P — oxp (it(a “Q+b- P) —it*{a, b>/2) ,

que para t = 1 fica simplesmente

i@ Qe P — oxp (i(a~Q+b~P) —i{a, b>/2) . (39.70)
De maneira totalmente similar (ou, alternativamente, usando-se (39.61)), demonstra-se também que

PP (i(a~Q+b~P) +ila, b>/2) . (39.71)

Cada uma das expressdes (39.70)-(39.71) é por vezes denominada férmula de Baker-Campbell-Hausdorff** para os ope-
radores () e P. A justificativa para essa denominacao serd dada logo adiante.

Pelas razoes que apontamos, a demonstracao de (39.70)—(39.71) que apresentamos acima é informal no contexto dos
operadores ) e P agindo no espago de Schwartz . (R™). A demonstragao rigorosa de (39.70)—(39.71) é feita no contexto
do espaco de Hilbert L?(R"™, d"z), com emprego dos Teoremas de Stone e de Stone-von Neumann.

No caso de matrizes a formula de Baker-Campbell-Hausdorff foi detalhadamente discutida na Secao 11.5, pagina 682.
Vide (11.4), (11.69) ou a férmula mais geral (11.68). Naquele caso, a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff consiste na
afirmacao que se A e B sdo matrizes de ordem n (e de norma suficientemente pequena), entao vale

1
ee” = exp (A + B+ 3 [A, B} + soma de comutadores de ordem superior em A’s e B’s> .

Se admitirmos informalmente a validade da versdo matricial dessa relagdo no presente contexto, com as matrizes A e B
substituidas pelos operadores ia - QQ e ib - P, respectivamente, teriamos

) ) 1
Qe P — exp (ia -Q+ib- P+ 3 [ia - @, ib- P} + soma de comutadores de ordem superior em @Q’s e P’s) .

Agora, como facilmente se vé, [ia - Q, ib - P} = —ia - bl. Devido a essa mesma relacao, os comutadores de ordem

superior em Q)’s e P’s sao nulos. Com isso, a féormula de Baker-Campbell-Hausdorff para matrizes, se fosse aplicavel
aqui, forneceria

eia,Qeib.P = exp (Z(a Q+bP) 77:<a7 b>/2) 5

que é precisamente a relagao (39.70). E importante, porém, notar que nao ha justificativa para se empregar a versao
matricial da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff no presente contexto: conforme discutido na mencionada Segao 11.5,
péagina 682, a formula de Baker-Campbell-Hausdorff matricial é vélida para matrizes de norma suficientemente pequena.

Os operadores ) e P, em contraste, nao sao operadores limitados enquanto operadores agindo no espaco de Hilbert
L?(R™, d™z).

39.2.1.2 A Transformada de Fourier de Fungoes Gaussianas

As relagoes (39.44) sao tteis também por permitirem calcular facilmente a transformada de Fourier de algumas fungoes,
notadamente das fungoes Gaussianas. Exemplos relevantes sao exibidos nas proposicoes e nos exercicios que seguem.

Comegamos exibindo o fato de que uma particular funcao Gaussiana tem a propriedade de ser invariante pela trans-
formada de Fourier.

1 n
Proposicao 39.8 Seja g € S (R™) a fungdo g(x) = exp ~3 Zx? . Entao, Fg=g e Fcg=g. O
j=1

22Henry Frederick Baker (1866-1956). John Edward Campbell (1862-1924). Felix Hausdorff (1868-1942).
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Prova. Pela definicao de g, é facil constatar que para todo j =1, ..., n vale g—zgj(:c) = —x;9(x), ou seja, (P; —iQ;)g = 0.

Aplicando o operador JF a essa igualdade e usando as relacoes (39.44), obtemos (Q; + iP;)§ = 0, onde § = Fg. Isso
significa que
99

ayj

() +y;9(y) = 0
para todo j =1, ..., n. A solucdo dessas equagoes é (justifique!)

X RS
ay) = Xexp | =53 v} |
j=1

onde A\ é uma constante. Assim, estabelecemos que Fg = Ag. Para determinar A\ calculemos ambos os lados dessa
igualdade em um ponto especifico. Como g(0) = 1, temos que

1 1 o=V 1 - n
)\)\g(O)’J"[g](O)W/]RW exp 75233? d:cazym/]m exp nyJQ dy = 1.
J=1 J=1

Isso provou que Fg = g. Como Rg = g, segue também que F°g = RFg = Rg = g. |

1 n
E. 39.25 FEzercicio. A igualdade F[g] = g para g(z) = exp <—§ Zm?) pode também ser demonstrada usando integra¢do no
j=1

plano complexo e o Teorema de Cauchy. Faca-o! Vide Exercicio dirigido E. 39.62, pdgina 2242. o]

Antes de estendermos os resultados da Proposigao 39.8, facamos um comentario sobre a mesma.

e Comentario sobre fungoes invariantes pela transformada de Fourier

A funcao Gaussiana g da Proposi¢ao 39.8 nao ¢ a unica fungao nao nula que é invariante pela transformada de Fourier
e ha alguns exemplos bastante simples de fungGes com essa propriedade. Na Se¢ao 39.2.2, pagina 2172, mostramos que
todas as funcdes de Hermite?? da forma hy,, n € INg, sdo invariantes pela transformada de Fourier. No exercicio dirigido
E. 39.68, pagina 2246, mostramos explicitamente que para a funcao de uma variavel

1
cosh (\/g x)
vale F[h] = h, ou seja, essa fungdo h também tem a si mesmo como transformada de Fourier.

Como veremos adiante (Exercicio E. 39.35, pagina 2177), se f € .Z(R™), entdo h := f + F[f] + F2[f] + F3[f] também
satisfaz F[h] = h. Em verdade, veremos que h(z) = f(z) + f(—z) + F[f](z) + F[f](—z) e, portanto, se f for uma funcao
fmpar, h serd identicamente nula mas, se f for par, teremos h(x) = 2f(z) +2F[f](z), que ndo é necessariamente a fungao
nula. Por exemplo, para qualquer « > 0 a fungao

h(z) =

exp (—ﬁ$2)
V2a

é exatamente desse tipo (pela Proposigao 39.9, pdgina 2164) e, portanto, vale para a mesma F[f,] = fo. Outro exemplo
é a funcgao

fa(z) = exp (—az?) +

h (x) - ;-F\/f;
B " cosh (Bac) QﬂCOSh (%%) )

B > 0, que também é a soma de uma func¢do par com sua transformada de Fourier (vide Exercicio E. 39.68, pigina 2246)
e, portanto, também satisfaz F[hg] = hg. No caso de R™, n > 2, pode-se provar que a fun¢do Gaussiana g da Proposicao
39.8 é a tinica fungdo simultaneamente invariante pela transformada de Fourier e pela agdo do grupo de rotagoes SO(n).

23 As chamadas funcées de Hermite (Charles Hermite (1822-1901)), denotadas por h.,, m € INg, foram introduzidas na Segdo 16.2.3.1,
pagina 918. Vide (16.110).
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e A transformada de Fourier de fungoes Gaussianas

O resultado contido na proposigao que segue é muito importante e refere-se a transformadas de Fourier de fungoes
Gaussianas gerais em R.

Proposicao 39.9 (Transformada de Fourier de Gaussianas em R) Sejam o > 0 e v € C, constantes. FEntao,
para a funcdo

. \2
h(w) (~aa® + 7o) R, THw) = — (lAL) (30.72)
r) ‘= exp(—ax”+~vxr), wxelR, em-se = . .
p gl Y e
A relagdo (89.72) diz-nos que a transformada de Fourier de uma fun¢ao Gaussiana é novamente uma fungdo Gaussiana.
O

Comentdrio. A expressdo (39.72) pode ser demonstrada com uso de integracdo complexa (vide Exercicio E. 39.62, pigina 2242)24, mas
apresentaremos aqui uma demonstragao alternativa, talvez mais simples, sem o uso dessa técnica. Em ambas as demonstragoes, no entanto,
faz-se uso do seguinte comentdrio. Para y real tem-se, por definigao,

Fh) = —— [ e—esitutine gy (39.73)
Y V21 J o

e o integrando, ou seja, a funcio exp ( —ax? —i(y+ i’y)x), é uma funcgao inteira da varidvel y, ou seja, é uma fungao de y que é analitica em

2
todo o plano complexo. A integral do lado direito é absolutamente convergente devido ao fator e=**" . Por isso, aquela integral é igualmente

uma funcdo inteira de y. Iy
Demonstracio da Proposicio 39.9. Seja h = F[h]. E fécil constatar que a funcio h satisfaz (% + 20 — fy)h(:c) =0e,
portanto, satisfaz (P —2iaQ + i’y)h = 0. Usando (39.44), segue disso que h satisfaz (iP + ﬁ(Q + w)) h =0, ou seja, h
satisfaz a equacao diferencial %ix(y) = fﬁ (y + z*y)ﬁ(y) A solucao dessa equacao é

iz(y) — Qe 1a (y+i7)2 ,
onde C é uma constante de integragao a ser determinada. Para isso, lembremos (39.73) e escrevamos

Co— = (v+i7) —az?—i(y+inT g,

2 1 o0
= —F €
V 2T /—oo

Notemos que o lado esquerdo é também uma funcao inteira de y e, portanto, a igualdade acima vale para todo y € C.

Calculando ambos os lados da igualdade em y = —ivy, teremos
2
€= o[ et - q iy — )
= — e r = — rovando que = —
271 J oo V2o P d Y V2a
que é o que desejavamos estabelecer. |

Comentdrio. A relagdo (39.72) pode também ser obtida por integragdo complexa. Vide Exercicio E. 39.62, pagina 2242. No Exercicio E. 39.63,
pégina 2244, mostramos como reobter (39.72) por outros meios, a saber, usando a expansdo de Taylor da funcdo exponencial e propriedades
da Funcao Gama de Euler.

No Exercicio E. 39.65, pigina 2245, mostramos como as ideias da prova acima podem ser usadas para calcular a transformada de Fourier
~ R ~ s, A
da fungao e~ 7* | 4 > 0, em termos de uma expansdo em série de poténcias. &

Comentdrio. Vemos em (39.72) (para o caso v = 0) que a transformada de Fourier da fun¢ao Gaussiana h(z) = exp (—osz) é a fungao

Gaussiana F[h](y) = —A— exp (7%3/2). A “largura” da Gaussiana h é proporcional a 1/y/a, enquanto que a “largura” da Gaussiana Fh

V2a 4
é proporcional a v4a. Isso ilustra mais uma vez a j& mencionada propriedade qualitativa das transformadas de Fourier: a de transformar
fungbes “largas” em “estreitas” e vice-versa. Essa importante propriedade serd justificada e discutida de forma mais aprofundada na Segao
39.2.1.5, pdgina 2170, quando discutirmos o “principio de incerteza” para transformadas de Fourier. Vide (39.102) e (39.103). &

A afirmacao da Proposicao 39.9 pode ser ainda estendida para incluir o caso em que a é uma constante complexa,
mas com Re (a) > 0.

24Um terceiro método distinto serd apresentado no Exercicio E. 39.63, pagina 2244, usando a expansio de Taylor da fungdo exponencial e
propriedades da Funcdo Gama de Euler.
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Corolario 39.1 Sejam «, v € C, constantes, com Re («) > 0. Entdao, para a fungao

exp (fi (y + i’y)2)
V2a

sendo que, para a = |ale?® com —7/2 < 0 < 7/2, temos acima /o = |a|'/?ei0/2. O

h(z) = exp (—az® +vz), z€R, tem-se F[h)(y) = : (39.74)

Prova. Vamos denotar por Q4 o subconjunto de C composto pelos niimeros complexos de parte real positiva: Q4 =
{z € C, Re(z) > 0}. A igualdade que desejamos estabelecer é

. (g4 2)
L / e—ow—ilytin)e g, _ P ( (v + 1)
V21 J—so V2«

2
e—Re(a):c

(39.75)

Notemos que, se Re(a) > 0, entdo tem-se |e_‘“‘2| = , 0 que é suficiente para provar que a integral do lado
esquerdo em (39.75) é uma fungao analitica em « na regido €4, pois o integrando é uma funcao inteira de « e a integral
é absolutamente convergente para « € Q4. Agora, o lado direito de (39.75) é igualmente uma fungéo analitica de « na
mesma regido Q4 com /a = |a|'/?e?/? para a = |ale?? com —7/2 < 6 < 7/2. Portanto, como a igualdade (39.75) foi
estabelecida (na Proposigao 39.9) para o caso em que « é real e positivo, ela é vilida também em toda a regido comum
de analiticidade . |

No Exercicio dirigido E. 39.62, pagina 2242, demonstramos o Coroldrio 39.1 (ou seja, a igualdade (39.75) para
a, v € C, constantes, com Re (a)) > 0) usando integragdo no plano complexo e o Teorema de Cauchy.

O resultado apresentado no exercicio a seguir generaliza a Proposigao 39.9. E também importante, por ser empregado
na Mecanica Quantica, na Teoria Quantica de Campos e na Teoria de Probabilidades.

E. 39.26 FEzercicio importante. Seja A € Mat (R, n) uma matriz real, autoadjunta e positiva (isto é, tal que seus autovalores
sejam ndmeros positivos). Seja também v = (71, ..., 7n) € C". Considere a fun¢do h(z), z € R", definida por

h(z) = exp ( —(z, Az)+ (v, m>) ,

onde (a, b) denota a forma bilinear usual entre vetores a = (a1, ..., an) € b = (b1, ..., bn) de C™: (a, b) := a1bi + -+ + anbn.
Prove que a transformada de Fourier de h,

1 —(z, Ax)—1i iy), T n
Fhl(y) = W/]R o=@ An) —illr+in), @) gn (39.76)
comy = (y1, ..., yn) € R", é dada por
_ 1 Y
Fhl(y) = o) exp( 4<(y+w), A (y—i—w)>) : (39.77)

Sugest3o. Use o seguinte fato. Como A é real e autoadjunta, A pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal: TAT ™' = D, com
D sendo diagonal e T ortogonal. Os elementos da diagonal de D s3o os autovalores de A (todos positivos). Faga na integral em (39.76)
a mudancga de varidvel y = Txz. Use também o resultado da Proposi¢cdo 39.9. o]

39.2.1.3 Invertibilidade da Transformada de Fourier no Espaco de Schwartz

Nesta secao apresentaremos alguns resultados que culminarao com a demonstragao da existéncia da inversa da transfor-
mada de Fourier no espago de Schwartz e a identificagao dessa inversa com a transformada de Fourier conjugada.

e O comutante de P, e ),

O teorema estrutural que segue é de importancia central na teoria das transformadas de Fourier. Ele estabelece que
se um operador linear L agindo no espago de Schwartz comuta com as derivadas parciais e com as multiplicacoes pelas
coordenadas, entao esse operador L é um muiltiplo do operador identidade.
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Teorema 39.2 Seja L : ./ (R™) — Z(R™) um operador linear e continuo de .Z(R™) em .#(R™) que comute com todos
0s P,’s e com todos 0s Q’s, ou seja, que satisfaca LQ, = Q,L e LP, = P,L para todo a =1, ..., n. Entao, L € um
multiplo da identidade, ou seja, existe uma constante £ € C tal que L = (1. O

Nota. O estudante conhecedor da Teoria de Representacdo de Grupos pode interessar-se em saber que hd uma ligacdo profunda entre o
Teorema 39.2 e o Lema de Schur, Teorema 23.2, pagina 1324. &

Prova do Teorema 39.2 (Adaptada de [281]). Tomemos um ponto a = (ay, ..., a,) € R™. Se f é uma funcdo de Schwartz

n
que se anula em a, a Proposicao 39.2, pdgina 2145, afirma que f(x) = Z(Jck — ak) fr(z), com as f sendo também
k=1
fungoes de Schwartz. Temos, portanto, do fato que L é linear e comuta com Qf que L(Qk — ar) = (Qk — ax)L. Logo,

n
(L)) = D (wk — ar)(Lfn)(x) -
k=1
e essa relacao diz-nos que (Lf)(a) = 0.
n
Para a € R", defina-se H, como o elemento de .#(R"™) dado por H,(x) = exp (—Z(Jck - ak)2>, zr € R".
k=1
Naturalmente, H,(a) = 1. Note-se que H, é a translagdo por a da fun¢do gaussiana Hj e, portanto, a aplicacdo
R" 5> aw~— H, € #(R") é continua.
Para g € Z(R"™), arbitréria, a fungao f(z) := g(x) — g(a)Ha(x) é uma funcdo de Schwartz e anula-se em x = a. Logo,

pelas consideragoes acima, tem-se (Lf)(a) = 0, o que implica que

(Lg)(a) = {(a)g(a) , (39.78)

onde /(a) := L (H,) (a). E claro pela definicio que £ nao depende da funcao g. E importante notar também que (39.78)
é valida para todo a € R".

Igualmente importante é a observagao que a continuidade de L implica que £ ¢ diferenciavel. De fato, para a, b € R"
defina-se ¢(a, b) := L (H,) (b). Para tornar claro o argumento, tomemos n = 1. E claro que ¢ é diferencidvel na varidvel
b, pois LH, € .Z(R). Mas ¢ também é diferencidvel na dependéncia em a, pois o limite lim._,q %(LH(H_E — LHa) =
L(liméﬂo (HaJrE — Ha)) existe e é igual a L(aaHa), devido & continuidade de L. Agora, {(a) = g(a, a) e, portanto,

V(a) = (8,15((1, b)) + (81,[7(&, b)) , que estd bem definida.

b=a b=
Vamos provar agora que ¢ independe de a. A relagdo (39.78) vale para toda func¢éo g do espaco de Schwartz. Assim,
(39.78) vale para g e para suas derivadas D;g, j =1, ..., n. Logo, para todo a € R™ valem as relacoes
(Lg)(a) = L(a)g(a) (39.79)
e
(L(D;g))(a) = {(a)(Djg)(a) (39.80)
essa ultima para todo j =1, ..., n. Pela hipdtese que L e D; comutam, teremos
(39.80) LD;=D;L (39.79) regra de Leibniz
Ua)(Djg)(a) "= (L(Djg))(a) ~"="" (D;(Lg))(a) "="" (D;(fg))(a) "= =" U(a)(Djg)(a) +g(a)(Dyl)(a) -

Essa igualdade diz-nos que g(a)(D;¢)(a) = 0 para todo a € R". Como g é arbitraria, isso diz-nos que D;{ anula-se
em toda parte, provando que ¢ é constante. Assim, por (39.78), que vale para toda g € .7 (R"™), segue que L = {1 em
< (R™), completando a prova. |

Nota. Uma outra prova mais direta de que £ é constante é a seguinte. Tomemos por simplicidade n = 1. Como Hg(z) = exp (— (x—a)Q), tem-se
B Ha(z) = —82 Ha(z). Logo, como por hipétese a diferenciagio em z e L comutam (pois L e P comutam), tem-se 8qf(a, b) = 8 L(Ha)(b) =
L(0aHa)(b) = (L(—iPH,))(b) = —i(PL(Ha))(b) = —8,L(Ha)(b) = —dpl(a, b). Assim, ¢'(a) = (aai(a, b))bi + (abi(a, b))bi =
7<8bl7(a, b))bf + (abé(a, b)>b =0. O caso n > 1 é andlogo.

=a
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e A transformada de Fourier inversa

Na Proposigao 39.6, pagina 2158, provamos que F e F¢ sdo operadores de .#(R™) em si mesmo. Vamos agora provar
que esses operadores sdo sobrejetores (sua imagem é todo .(R™)) e injetores (um-a-um). Mais que isso, provaremos que
um é o operador inverso do outro. Além disso, provaremos que 32 = R e 4 = 1.

Teorema 39.3 F e F¢ sdo isomorfismos de Z(R"™) em Z(R™), ou seja, sao aplicagdes lineares bijetoras de #(R™) em
S (R™). Mais especificamente, temos F~1 = F¢, relacio essa vdlida em . (R™). Valem também em . (R™) as relacies

F2 = R e Ft=1. (39.81)

FEssas duas expressoes implicam também que T2 = F~1, O

Prova. Das relagoes (39.44) segue imediatamente que
5°P, = —P,9? e F2Q. = —Q.7? (39.82)
Temos também que RQ, = —Q.R e RP, = —P,R (vide (39.46)). Logo,
R7?Q, = —RQ.¥* = Q,R¥?> e RJ¥?’P, = —RP,9? = P,RF?.

Isso estabeleceu que o operador linear e continuo RF? comuta com os operadores @, e P, para todo a. Pelo Teorema
39.2, pagina 2166, concluimos que RF? ¢ um multiplo da identidade, como operador agindo em .#(R"): RF? = /1 para
alguma constante ¢. Provemos agora que £ = 1. Para tal basta calcular RF? sobre uma funcio g € .(R") especifica e

1 n
ver o que disso resulta. Escolhemos para g a fungdo g(x) = exp —3 Z ac? . Como vimos na Proposicao 39.8, pagina
Jj=1

2162, tem-se Fg = g. Fora isso, é evidente que Rg = ¢g. Logo, RF?g = g, estabelecendo que £ = 1.
Provamos, portanto, que RF?> = 1. Como R? = 1, isso implica F2 = R e isso, por sua vez, implica que F* =1 e

39.45
também que FRF (39.45) F?R = 1. Mais importante, porém é o fato que RF? = 1 diz-nos que (RF)F = F(RTF) = 1.
Essas relacdes provam que ! existe e vale F~! = RF = F¢, completando a prova. |

e A transformada de Fourier e a distribuicao delta de Dirac

Podemos nesse ponto antecipar alguns comentarios a respeito do papel das transformadas de Fourier na Teoria das
Distribuigoes. Se escrita explicitamente, a relagdo S"*l[”f [ f]] = f, vélida para toda f € (R"), induz as seguintes
manipulagoes:

1) = T = G [ @ e = s [ ([ e i) e

sendo que a troca de ordem de integragao acima tem, em principio, significado apenas simbdélico. A igualdade

1) = [ s (G [ eteeane) aa,

obtida formalmente acima, diz-nos que

1

—i(w—y)x gn. _ —
G /"e d"z = 6(w—1y), (39.83)

onde 0 é a distribuicdo delta de Dirac em R™ (vide pagina 2193). Como discutiremos, apesar de (39.83) ter sido
obtida acima por um procedimento formal (o estudante hd de observar que a integral do lado esquerdo de (39.83) nao é
convergente, tendo, portanto, apenas um significado simbdlico), ela é correta se interpretada no sentido de distribuigoes.
A expressao (39.83) é muito 1til, sendo empregada em diversas dreas da Fisica, como na resolugao de equagoes diferenciais,
em calculos de sec¢oes de choque na Fisica Quantica etc.
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39.2.1.4 Transformadas de Fourier, Produtos de Convolugao e Identidade de Plancherel

e Transformadas de Fourier e produtos de convolugao

Vamos agora estudar a relagao entre a transformada de Fourier e o produto de convolugao em . (R™). Pelas definigoes,
vale

G (o) s

- @ /n ( R® f(Z - 'LU)g(fw) dn’w> e*iy'ﬂf dnl‘
) (Qi)n /" ( R” Jla—w)em d";p) g(w) d"w

T tw ; # o 3 w
NI RE / ((%)m . ve g ) ” .

1 —zyJ, m —Lyw n
- ((%)W o T )( n/2/ . ) )

= Ffly) Flgl(y) -

FIf * g(y)

Provamos, portanto, que
Ff gl = F1f]- 59l
Como R(a-b) = (Ra) - (Rb) para duas fungoes de Schwartz a e b quaisquer (Proposigao 39.3, pagina 2149), segue disso
ede 5! = RF que
Ffxgl = AT gl
Como essa relagao vale para todos f, g € .Z(R"), podemos substituir f — F[f] e g — F[g], obtendo

FHI*Tlg]] = g (39.84)

e disso segue que
Ff-gl = Tl Tlg] -
Como R(a*b) = (Ra) * (Rb) para duas fungdes de Schwartz a e b quaisquer (Proposicao 39.3, pagina 2149), segue disso
ede 5! = RF que
Hfogl =TT g

Para futura referéncia, reunimos os fatos provados acima na seguinte proposigao:

Proposicao 39.10 Seja o produto de convolugdo definido em 7 (R™) por

1

(F*0)@) = Gyer | T@ = w)ew)dy (39.85)

com f, g € L (R") e sejam a transformada de Fourier F e sua inversa =1 dadas por

1 —iy-x Jn — _ 1 Wexr gn
Ifly) = @ f(z)e d"z e T () = 7 Jon f(x)et™*dng (39.86)
para toda f € L (R™). Entao, para todas f, g € . (R™) valem as relagdes

Flf+g] = FUf]-Flgl, (39.87)
F ' fxg) = FUMA-F), (39.88)
Fif-9] = Flf1=TFgl, (39.89)

FHf-g) = THfA*T g (39.90)
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Essas relagoes estabelecem que as dlgebras (< (R™), -) e (L (R™), %) (vide pdgina 2149) sao isomorfas, o isomorfismo
sendo dado pela transformada de Fourier. O

E. 39.27 FEzercicio para o estudante que conhecga a distribuicdo de Dirac. Obtenha formalmente a relagdo F[f] x Flg] = F[f - 9]
fazendo uso de (39.83). £

e A identidade de Plancherel

Em . (R"™) podemos definir um produto escalar por

(f, 9)¢ = o fw)gly) d™y . (39.91)

E facil constatar (faca-o!) que

(s gbe = @n)"2((RF) +9)(0) = (2m)"/2(F * (Rg) ) (0)
e que
(. g = @n)"*F[F-g] (0). (39.92)
Logo,

(1), Flghe = @m)"2 (I + (Flg)) ) (0) = (@m)"/2(T D * (Flg)) ) (0) = (@m)"/2(F[F] + g1 (0)

(39.89) (39.92)

2m)"2F [f - g] (0)
onde, na terceira igualdade, usamos que (F~1[f]) = F [ﬂ, que segue de (39.34) e do fato que F~1 = F°.

A igualdade assim estabelecida (F[f], Flg])¢ = (f, 9)¢, vélida para todos f, g € .7(R"), é denominada identidade
de Plancherel?®, ou teorema de Plancherel, para as transformadas de Fourier. Ela contém a importante informacio que
F é um operador isométrico em relagao ao produto escalar acima.

Substituindo f — F![f] e ¢ = F'[g] na identidade de Plancherel, obtemos (f, ¢)c¢ = (F'[f], F'[g])¢c -
Substituindo apenas f — F~![f] na identidade de Plancherel, obtemos que (f, Flgl)¢ = (F'[f], g)c. que afirma
que F* = 57! (na linguagem de operadores duais (adjuntos) em espacos de Hilbert). Substituindo apenas g — F~1[g]
na identidade de Plancherel, obtemos que (F[f], g)¢ = (f, T g])¢-

Para futura referéncia reunimos os resultados provados acima na seguinte proposicao:

<f7 g)@ ’

Teorema 39.4 (Teorema de Plancherel) Seja o produto escalar definido em . (R™) por

(f, e = /ang(y) "y

para todas f, g € .7 (R") e sejam a transformada de Fourier F e sua inversa ¥~ dadas por

1 —iy-x Jn —1 _ 1 Wr Jn
) = oy [ S@e e e TN = G [ @
para toda f € (R™). Entao, para todas f, g € L (R™) valem as relagdes
(T Flah)e = (s 9e (39.93)
(FUM T e = (F 9)e s (39.94)
(£: Fla)e = (T 9)¢ (39.95)
I, 9 = (F» T gl - (39.96)

25Michel Plancherel (1885-1967). O trabalho original de Plancherel sobre a identidade que leva seu nome é: Michel Plancherel, “Contribution
a ’etude de la representation d’une fonction arbitraire par les integrales définies” Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, vol. 30, p.
298-335 (1910).
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FEssas relagoes estabelecem que F e F~1 sdo operadores isométricos para o produto escalar acima e que vale F* = F~1L,
A relagao (39.93) é denominada identidade de Plancherel. O

O Teorema de Plancherel, Teorema 39.4, indica que a extensdo da transformada de Fourier a LQ(]R"7 d"x), que
discutiremos adiante, ¢ um operador unitario nesse espago de Hilbert.

E. 39.28 Ezercicio para o estudante que conhega a distribuicdo de Dirac. Obtenha formalmente a relacio (F[f], Flg])¢ =
(f, 9)¢ fazendo uso de (39.83). o,

Fagamos ainda um comentario elementar que utilizaremos posteriormente em nossa discussao sobre transformadas de
Fourier de distribuigoes. Considere-se a forma bilinear w em . (R™) que a cada par f, g € ¥ (R") associa

w(f, 9) = 9)e = | Fwaly) d"y.

R?L
Temos que w(f, Flg]) = (f, ?[g])c (39.95) (F71f], g)@ (39.34) <m, g>C, estabelecendo que

w(f, Flgl)] = w(If], 9) - (39.97)

e Os operadores P e () como operadores simétricos

Para futuro uso, demonstremos as seguintes propriedades importantes que relacionam os operadores P e () e o produto

escalar (39.91) no espago de Schwartz: para todos f, g € (R?%) e todo a € {1, ..., n} valem
(f, Qug)g = (Qafs 9)¢ (39.98)
([, Pag)e = (Pufs 9)¢ - (39.99)

A prova de (39.98) é elementar:
(f, Qag)¢ = . f(@)ag(z) d'z = /nxaf(fc)g(x) d"z = (Qaf. 9)¢ -

A relagao (39.99) pode ser facilmente provada via integragdo por partes, mas vamos fazé-lo de uma forma mais elegante,
usando (39.44) e a identidade de Plancherel (39.93):

(. Pag)e 27 (1 FPag) e PEY (TS, QuFg)e PEY (QuFF Tg)e PEY (FPf. Fo)o Y (Pt 9)e

estabelecendo (39.99).
Na linguagem da Anélise Funcional, (39.98) e (39.99) informam que @, ¢ P, s&o operadores simétricos em .7 (R"™).

Seguindo as defini¢oes (39.48)—(39.49) é trivial estabelecer que
(Ua)f, Ula)g) = (f. 9)¢  eaue  (V(a)f, V(a)g)e = ([ 9)¢ (39.100)
também para todos f, g € S (R*) e todo a € R™.

E. 39.29 Ezxercicio. Prove issol! *

39.2.1.5 “Relagoes de Incerteza” para Transformadas de Fourier

Ja comentamos, ao contemplar anteriormente alguns exemplos, que a transformada de Fourier de uma fungao “estreita” é,
em muitos casos, uma funcao “larga” e vice-versa. Vamos aqui tornar essa ideia mais precisa apresentando um resultado
similar as relagoes de incerteza, bem conhecidas da Mecanica Quantica, e que discutimos no Capitulo 50, pagina 2921.
Para um tratamento dessa questao com métodos similares, também no contexto das Transformadas de Fourier, vide [17]
ou [509].
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Seja f € (R) uma fungdo nao nula escolhida de sorte que < Hf > c=1 (o que sempre pode ser alcangado entre
fungoes nao nulas multiplicando-as por uma constante adequada). Por (39.93), segue também que <’J" f,If > c=1

De (39.42), segue que —i = <f, (PQ — QP)f>C. Por (39.98) e (39.99), isso implica —i = <QPf, f>C — <f, QPf>C.
Tomando o médulo de ambos os lados dessa igualdade, temos

‘1/2‘<Pf, Pf>C‘1/2 7
(39.101)

sendo que a tltima desigualdade é uma decorréncia imediada da desigualdade de Cauchy-Schwarz (vide, e.g., (3.14),
pégina 270). Pela identidade de Plancherel (39.93) e pelas relagdes (39.44), temos (P, Pf>C = (FPf, ?Pf>c =

<fof, Q?f)c. Assim, (39.101) diz-nos que

1< (@PF D)o|+ (. QPIYG| = 2| @Pr)| 7 2@r. Pr)o| < 21 @f).

1

> % ou seja, ‘(f, Q2f>c‘ ‘(fff, Qfof)C‘ > - (39.102)

1/2
" i

‘1/2

(@ Qf)e| " [(QTF. QT

Essa relacao expressa uma versao da “relagcao de incerteza” procurada para transformadas de Fourier. Ela afirma que

</ZZ2}f(m)|2dm> (/ZP2|f(P)|2dp) > %, (39.103)

onde f(p) = F[f](p). Passemos & sua interpretacao.

2 YL

Como ffooo ‘f(:c)‘ dr=1e ffooo |f(p)‘
distribui¢des de probabilidade em R. Dessa forma, as grandezas [~ 1’2|f(1')|2 do e [7 1’2|f(1')|2 dx expressam as
médias da varidvel aleatéria 2% nessas duas distribui¢des. Portanto, (39.103) diz-nos que o produto dessas duas médias

sempre excede 1/4. Logo, se uma for “pequena” a outra deverd ser suficientemente “grande” de sorte a nao violar a
desigualdade (39.103).

Essa é a forma precisa de expressar essa propriedade qualitativa das transformadas de Fourier: se uma fungao f

dp = 1, podemos interpretar as funcdes nao negativas |f(:£)|2 e ‘f(p)|2 como

. . . T oo 2 .. . ~ P .
torna-se mais “estreita”, ou seja, se o valor médio f_oo x2|f(x)‘ dr diminui, entao f deve tornar-se “larga”, ou seja, o
T 00 A 2 .
valor médio f_oo p? | f (p)‘ dp deve crescer e vice-versa.
A relagao (39.102) pode ser ainda mais generalizada e sua interpretacao aperfeigoada. Se nela realizarmos a substi-

tuicdo f — V(=b)U(—a)f, onde U e V sa@o os operadores definidos em (39.48) e (39.49), respectivamente, com a, b € R,
obtém-se

(39.104)

(5. @-ar)’n)| (o7, (@-0)57)| = 7.

E. 39.30 Ezercicio. Prove isso. Utilize para tal relagdes de comutagio como (39.44) e (39.55)—(39.58), assim como as relacBes
(39.100). ”

Assim, obtemos
(x —a)?|f(z)|” da p=0|fm) dp) = 7. (39.105)
— 00 — 00
Essa desigualdade é valida para todos a, b € R, mas é elementar constatar (faca-o!) que o lado esquerdo atinge seu
minimo quando a e b igualam os valores médios de z nas distribuicdes de probabilidades definida por |f(z)|? e por | f(z)|?,
respectivamente: ag = ffooo x‘f(ac)|2 dx e by = ff(;op‘f(pﬂ2 dp. Isso pode ser visto constatando, por exemplo, que

/O:O(xa)Q‘f(x)‘Qd:c = {a/Zﬂf@)fdxr+/o:ox2|f(z)|2dx </Zx\f(z)|2dx)2

e analogamente para ffooo (p—0b)? |f(p)‘2 dp. Assim, para essa escolha de a e de b, cada fator do lado esquerdo de (39.105)
iguala-se & variancia de z na respectiva distribuicdo de probabilidades. A equagdo (39.105) afirma, portanto, que o
produto dessas duas varidncias sempre excede 1/4.

Para futura referéncia capturamos as afirmacoes provadas acima na seguinte proposicgao:
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Proposicao 39.11 (Relagoes de Incerteza em Transformadas de Fourier) Seja f € 7 (R) uma fun¢ao nao nula
escolhida de sorte que <f, f>c = ffooo ‘f(:c)‘Qd:c =1. Seja f = Ff] sua transformada de Fourier. Entdo, para todos

a, b€ R, vale
o) 9 oo . 9 1
([ w-apisaf a) ([ w0l w) > 1. (30.106)
—00 —00 4
.o . oo 2 oS A 2
sendo que o minimo do lado esquerdo € alcang¢ado em ag = fioo :E|f(:c)} dz e by = fioop}f(p)| dp. O
E. 39.31 Ezercicio. Generalize o tratamento acima para transformadas de Fourier em .(R"). "

X okck okckk ckkok ok ok

Relagoes de Incerteza, no contexto da Fisica Quéntica, sdo apresentadas (em vdrias versoes) e discutidas na Segao
50.4, pagina 2928. O estudante deve comparar as similaridades e dissimilaridades dos métodos 14 empregados com os
usados acima.

39.2.2 A Transformada de Fourier em L*(R", dz)
Esta breve secao, cuja leitura é dispensavel para o material que lhe segue no corrente capitulo, é melhor compreendida
por estudantes familiarizados com a nocao de espago de Hilbert e com alguns fatos relativos a operadores agindo em

espacos de Hilbert. Vide Capitulo 41, pagina 2288 e Capitulo 42, pagina 2335.

e A transformada de Fourier em L*(R", dz)

As chamadas fung¢oes de Hermite foram introduzidas na Secdo 16.2.3.1, pagina 918, e sdo definidas por h,,(z) :=

cmHm(ac)e’”ﬁ/Q7 com z € R e m € INg, onde
1
S (39.107)

o V2mmly/m
e H,, sao os polinomios de Hermite. E bastante evidente que todas as fungoes de Hermite h,,, sao elementos do espaco de
Schwartz . (R). Na Segdo 17.2, pdgina 961, provamos também que essas fung¢oes formam uma base ortonormal completa
no espago de Hilbert L?(IR, dz). Desse fato e do Teorema 41.8, pagina 2310, concluimos que .#(R) é um subespaco denso
do espaco de Hilbert L?(R, dx). A mesma afirmacio se estende facilmente a mais dimensdes: .7 (R™) é um subespaco
denso do espaco de Hilbert L?(R", dz).

A identidade de Plancherel informa-nos que a transformada de Fourier & é um operador unitario no espaco de Schwartz
Z(R™). Como esse subespaco de funcoes é denso em L?(R", dz), segue do Teorema BLT, Teorema 42.1, pagina 2341,
que F pode ser univocamente estendida como operador unitério a todo L?(R™, dx). Denotaremos essa extensao também
por . E importante notar que essa argumentagao aplica-se também, sem mudancas, a transformada de Fourier inversa
F~1 e, portanto, também esta possui uma extensdo unitdria a todo L?(R", dz), a qual também denotamos por F~1.
Como ambos os operadores sdo o inverso um do outro no subespago denso .#(R™), concluimos que a extensio F~!
é também a inversa da extensio F em L2*(R", dr) e vice-versa. Como F e F~! sdo unitdrias, temos evidentemente
F* =51 em L2(R", dx).

H4 um ponto sutil na definicio da extensdo de F a todo L?(R"™, dx) que deve ser compreendido pelo estudante. Se
¥ € L*(R", dr) podemos, pelas consideragoes acima, definir F7) univocamente como um vetor de L*(R", dx). Isso,
porém, nao garante que F1 possa ser expressa pela representacao integral usual da transformada de Fourier

FW)(p) = —

—ip-T Jn
@ ) (x)e d"z (39.108)

pois a integral do lado direito pode nao estar definida (no sentido de Lebesgue). Lembrar que a integral do lado direito
s6 estars definida se ¢ € L'(R", dx). Assim, se ¢ € L*(R", dr) mas ¢ ¢ L*(R", dx) teremos Fv definida, mas a
representagao integral acima nao existird (no sentido de Lebesgue). Tal é o caso, da fungao definida em R dada por

i . e ¥, paray>0,
() = el para a qual tem-se Fllly) =

0, paray <0,
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com F[¢](0) arbitréria.

Mais adiante descreveremos uma forma de representar F1 para qualquer ¢ € L?(R"™, dx) em termos de uma série
(convergente em L%(R", dx)) envolvendo as funcoes de Hermite.

e A transformada de Fourier em L?(R", dz) e algumas de suas relagoes algébricas

Comecemos com algumas definicoes que serao uteis no que segue.

Para a € R"™ definimos o operador T, : L2(R", dx) — L?*(R"™, dx) por (T,h) (z) := h(x — a), com h € L*(R", dz).
Nio é dificil constatar que cada T, é unitério e 7% = T, = T_,. O operador T, implementa uma translagiao por a nos
elementos de L2(R", dx).

Para a € R" definimos o operador de multiplicacdo e, : L?(R"™, dx) — L2(R", dz) por (e,h) (z) = e~@%h(zx). Nao
é dificil constatar que cada e, é unitdrio e e =e; ! =e_,.

Definimos também o operador R : L2(R", dxz) — L%(R", dz) por (Rh)(x) = h(—z). E trivial constatar que R é
unitdrio e R* = R~! = R. O operador R implementa nos elementos de L?(R", dz) uma reflexdao sobre a origem em R™.

Por fim, definamos o operador antilinear C : L?(R", dxr) — L*(R"™, dz) por (Ch)(x) = h(x)). O operador C é
antiunitario, o que significa que
{f: Co)e = {9: Cf)c
para todos f, g € L(R", dz).

E evidente pelas defini¢bes que valem as seguintes relagoes:

R* = 1, (39.109)
c* = 1, (39.110)
Re, = e 4R, (39.111)
Ce, = e_,C, (39.112)
CT ., = T_,C, (39.113)
CR = RC. (39.114)

Afirmamos que valem também as seguintes relagoes algébricas entre esses operadores e a transformada de Fourier:

cF = F'C, (39.115)
FT, = ed, (39.116)
Feo = T oTF, (39.117)
FR = R =91, (39.118)
72 = R, (39.119)
Ft = 1, (39.120)

para todo a € R™. As relagoes acima jd foram estabelecidas para . (R™): (39.115) foi estabelecida em (39.34); (39.116)
e (39.117) foram estabelecidas em (39.35)—(39.36); (39.118) foi estabelecida em (39.45) e, por fim, (39.119) e (39.120)
foram estabelecidas em (39.81). Cada uma delas se estende a todo L?(R", dz) pois .%(R") é denso em L?(R", dx) e
pois todos os operadores envolvidos sao limitados.
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e A transformada de Fourier em L?(R", dz) e produtos de convolugao

Se f e g sdo elementos de L?(R", dx) podemos definir seu produto de convolugao por
1 n
(f*g)(a) := W@% RT_09)¢ » a€eR". (39.121)

Essa defini¢ado pode parecer estranha e artificial, mas escrevendo-se explicitamente o lado direito de (39.121), temos

1

(f*g)(a) = @2

f(@)g(a —x) dx

como facilmente se verifica. De fato, (RT_ag)(z) = (T_ag)(—2) = g(—z + a), donde segue facilmente a afirmacdo. B
facil constatar outrossim que

(fxg)(a) = (g*[)(a)

para todas f, g € L?>(R"™, dz) e para todo a € R™. De fato, usando as relacdes (39.109)-(39.114), a unitariedade de R,
a antiunitariedade de C e o fato que T = T_,, segue que

(27T)n/2(f*g)(a) = <Cf, R‘I—a9>c = <TaRCf7 9>c = <CRT—afa g>@
= (Cg, RT_of)¢ = 2m)"?(g=f)(a) .

E relevante notar, todavia, que f x g ndo é necessariamente um elemento de L?(R"™, dx) se f e g o forem.

Coloquemo-nos a seguinte questao: podem os resultados da Proposicao 39.10, pagina 2168, ser diretamente estendidos
do espago de Schwartz .#(R™) ao espaco de Hilbert L2(R", dz)? Uma evidente dificuldade reside no fato de que . (R")
é uma algebra tanto com relagao ao produto pontual quanto em relagao ao produto de convolucao, enquanto que o espago
de Hilbert L?(R™, dx) nio o é em relagio a nenhum dos produtos. Assim, se f, g sdo funcoes de L?(R"™, dz), os produtos
fg e f+*g nao necessariamente o sao e, portanto, nao é evidente sequer se a transformada de Fourier e sua inversa podem
ser aplicadas a ambas as fungoes.

Recordemos, porém, que se f e g sdo duas fungoes de L2(R", dr) seu produto pontual é certamente um elemento de
LY(R™, dx) pois, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ([ |f(:c)g(:c)|dac)2 < [o If(@)Pdz [g |g(x)?de < co. Assim, se
f, g9 € L>(R™, dx) a transformada de Fourier e a transformada de Fourier conjugada do produto pontual fg existem e sdao
dadas por F[fg](y) = W Jzn f(x)g(x)e™ ™ Ydx e F[fg](y) = W Jgn f(z)g(x)e* ¥dx, respectivamente. Temos o
seguinte resultado:

Proposicao 39.12 Para todos f, g € L*(R", dz) tem-se

1

(f*g)ly) = @ny?

/Rn T (x) T gl () e ™" da . (39.122)

A integral o direita estd bem definida pois, como jda comentamos, F~L[f] - F~tg] € LY*(R", dz). A igualdade acima
estabelece que se f, g € L*(R™, dz), entdo f * g é a transformada de Fourier de uma funcdo de L*(R", dx) (observar
que o lado direito de (39.122) é a transformada de Fourier de um elemento de L*'(R™, dxz)). Como a transformada de
Fourier é invertivel em L*(R", dx), seque de (39.122) que

Ff] = Flg] = Flfgl. (39.123)

Note-se que a transformada de Fourier do lado direito, F[fg], € entendida como a transformada de Fourier de um
elemento de L*(R", dx). Seque disso também que

FUf) T Vg = FIfg), (39.124)

sempre para f, g € L*(R", dx). O
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Incidentalmente, (39.122) fornece uma prova alternativa de que f * g = g * f para f, g € L*(R", dx).

Prova da Proposigdo 39.12. Fazendo uso da unitariedade da transformada de Fourier em L?(R™, dx) e das relacoes
(39.109)—(39.114) e (39.115)—(39.120), obtém-se

. (39.121) unitariedade — —
@02 (fxg)(y) = (Cf RI_yg) "ET (FCL TRT_yg)o = (CF'f, e,T 'g)

= [ Ff) T gl(x) eV da

R

Verifique! Na tltima igualdade nos limitamos a escrever explicitamente o produto escalar. A relagdo (39.123) segue disso
substituindo-se f e g por F[f] e F[g], respectivamente, que também sdo elementos de L?(R", dx). A relagio (39.124) é
obtida tomando-se a conjugagao complexa ou aplicando-se o operador R a ambos os lados de (39.122) ou de (39.123). B

39.2.2.1 Mais Algumas Transformadas de Fourier Relevantes em Aplicagoes

Nosso propdésito nesta secao é justificar a validade de algumas identidades utilizadas com frequéncia em problemas de
Fisica, no computo de certas solugoes fundamentais (funcgoes de Green) associadas a certas equagoes diferenciais lineares
nao homogéneas:

O primeiro exemplo é o seguinte. Seja w, um ndmero complexo com Im (w,) > 0. Entéo, vale

00 wt
/ S dw = 2miH(t)e (39.125)
oo W — Wy

onde H é a chamada fungao de Heaviside, que vale H(t) = 1 parat > 0 e H(t) = 0 para t < 0. Vide (39.174), pagina
2192.

O integrando do lado esquerdo ndo é uma funcio integravel (ou seja, ndo é um elemento de L'(R, dz)) e a integral
A wt
e
dw.

do lado esquerdo deve ser entendida no sentido de integrais de Riemann indefinidas, ou seja, como Alim
—00 J_4 W — Wk

Analogamente, para w, € C com Im (w,) < 0, vale

oo eiwt .
/ dw = —2miH(—t)e™"" (39.126)

oo W — W

expressao esta que pode ser facilmente obtida de (39.125) tomando-se o complexo conjugado daquela (faga-o!). As
relagbes (39.125) e (39.126) podem ser conjuntamente escritas na forma

/Oo e dw = 2misgn (Im (w*))H(sgn (Im (W*))t) et (89.127)

W — Wx

— 00

onde sgn (Im (w)) ¢ o sinal de Im (w,.).

A relagéo (39.125) pode ser obtida com uso do chamado “método dos residuos”, da teoria das funcées de varidvel
complexa, mas seguiremos aqui um procedimento diferente. Considere-se a funcao f(t) := H(t)e'+! t € R. E elementar
constatar que, devido ao fato de f anular-se na semirreta real negativa (decorréncia do fator H na definigdo de f) e decair
exponencialmente para t — oo (decorréncia de ter-se Im (w,) > 0), vale que f € L*(R, dz) e que f € L3(R, dz), ou seja,

ffooo ‘ f (t)‘dt e ffooo ‘ f (t)‘th sao ambas finitas. Consequentemente, a transformada de Fourier de f, que denotamos por
f(w) = Ff](w), w € R, é dada por

. 1 o0 , , 1 . 1 1
w) = — H(t)e™-te ™t dt = —/ e MWWt g — —_ 39.128
f( ) V2T /_Oo ( ) V21 Jo V2T W — Wy ( )

Verifique! Por ser a transformada de Fourier de uma funcio em L?(R, dz), f é igualmente uma funcio de L?(R, dz),
mas nao necessariamente de L'(R, dz).
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E. 39.32 Ezercicio. Constate explicitamente que para a fungdo f dada em (39.128) tem-se ffooo |f(w)|2dw < 00, mas que

I !f(w)!dw diverge. Sugestdo: use o fato que, escrevendo-se ws = ai +iBx, com ., B« € R, tem-se |w — wi| = /(w — ay)2 + 32
e conclua que 1/ |w — ws| decai como 1/|w| para |w| — co. o,
Assim, temos que Sr_l[f] (t) = f(t) (no sentido de L?(R, dz)). Formalmente, essa igualdade se escreve como

\/% ffooo f(w)eiwtdw = f(¢), ou seja,
1 e 1

- iwtd = H(t iw*t.
211 _Oow—w*e v ()e

Essa ji é a identidade desejada (39.125), mas como f nao ¢ integravel, é necessirio dar um sentido mais preciso a
integracio do lado esquerdo. Isso pode ser feito aproximando-se f em L?(R, dz) por fungdes em L'(R, dx)NL3(R, dz),
o que pode ser feito de diversas formas.

Uma possibilidade é considerar-se as fungoes F'a(w) = x[—a, 4] (w)f(w), para A > 0, onde X[-A, 4] ¢ a funcdo carac-
teristica do intervalo [— A, A]. E evidente que Fy € LY(R, dz)NL?*(R, dx) para todo A > 0 e é facil ver que F4 converge
na norma de L2(R, dz) & funcio f.

E. 39.33 Euzercicio. Verifique essas afirmacdes. o+

Mais adiante, a pagina 2218, quando tratarmos de transformadas de Fourier de distribuicoes temperadas regulares,
vamos encontrar uma outra justificativa, de natureza distribucional, para a identidade (39.125).

Uma outra situagao importante em aplicagoes envolve o computo de integrais como

00 eiwt
/ dw (39.129)

—oo W Pty

com A3, v € C satisfazendo 32 # 4. Escrevemos

1 B 1 1 [ 1 }
WPty (Woww-w)  wp-wo [(wowy) (w-w)] ]

onde w4 sdo as raizes do polindémio w? + Bw + v, ou seja, wi = %( —B+/B2% - 47) (aqui e no que segue as raizes
quadradas sdo tomadas no ramo principal). Inserindo isso em (39.129), teremos

0 —iwt 1 o0 iwt oo t
/ 267 dw = - [/ ¢ dw —/ = dw]
oo WA Pw +y Wi —wW— [Jooo W — Wy —oo W T W
(39.127) e [U+H(0+t) elwrt _ a_H(a_t) ewft} , (39.130)
Wy — wW—

onde o4 := sgn (Im (wi)), o sinal da parte imagindria de w. E facil constatar que o lado direito de (39.130) pertence a
LY(R, dt) N L?(R, dt).

¢ Exemplos de aplicagoes de (39.130)

Vamos aqui apresentar alguns usos de (39.130). A integral Ji ((¢), abaixo, aparece no cémputo do chamado propa-
gador de Feynman de campos escalares relativisticos e as integrais Ky ((t) aparecem no cémputo de fungoes de Green
retardadas e avangadas, também no contexto de Teorias Quanticas de Campos relativisticas, ou no Eletromagnetismo.

Exemplo I. Um problema de interesse em aplicagoes é o computo da integral

0 eiwt

onde wg >0 ee>0. Nesse caso =0, 7= —w% + i€ e wy = i\/wg — ie. Claramente, sgn (Im (wi)) = F1 e teremos

J+,e(t) _ % |:7H(7t)€i\/wg_i€t B H(t)e—i\/wg—iet] )
2 —
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Analogamente, é facil ver que

e e} wt .
J_o(t) = / v = ——— {H(t)el\/“’g““+H(ft)e’1\/w3+“t} .
—oo W7 T Wy — 1€ VWi + e

E. 39.34 FEuzercicio. Verifique! "

Definindo-se J(t) := lim Jy ((t), teremos:
€—>0+

Jo(t) = —ﬂ[H(—t)eiWOt+H(t)e—"w0t} e J_(t) = ﬂ—i[H(t)ei“’“t—i—H(—t)e_i““t} . (39.132)

wo wo

Exemplo II. Outro problema de interesse em aplicagoes é o computo da integral

es} eiwt
Ky (t) = — —dw, 39.133
+e(t) /Oo(w+ze)2—w§ w ( )
onde wyg > 0 e € > 0. Nesse caso 3 = 2ic e v = —w3 — €. Aqui wy = Fwy — ie. Claramente, sgn (Im (wi)) = —1e,
portanto, segue de (39.130) que
2
K. () = —WH(—t)sen(wot)eEt . (39.134)
wo

Verifique! De forma totalmente andloga, demonstra-se que

K_ () / h < 2T 1 (t) sen (wot ) e~ (39.135)
_ (1) = ———dw = —— sen(wot)e™ < . .
’ [N g o 0
Verifique!
De particular interesse sdo os limites K4 (t) := 1ir(r)1 Ky ((t). Teremos:
e—04
2 2
K, (t) = —H(—t)sen(wot) e K_(t) = —=—H(t) sen(wot) . (39.136)
wo wo

39.2.2.2 A Transformada de Fourier em L?(R", dx) e suas Propriedades Espectrais

e A transformada de Fourier em L?(R", dz). Representacao espectral

No exercicio e nas consideragoes que seguem estabelecemos que o espectro da transformada de Fourier no espago de
Hilbert L?(R™, dx) é composto pelas rafzes quirticas da unidade: o(F) = {1, —i, —1, i} (vide também Teorema 42.15,
pagina 2392 e comentdrios que se lhe seguem). Em seguida, exibimos uma base ortonormal completa de autofungoes
em L?(R, dx): as fungoes de Hermite, introduzidas na Segdo 16.2.3.1, pagina 918. Esse exercicio é melhor apreciado
pelo leitor familiarizado com o Teorema Espectral, quer na versdo para matrizes (Teorema 10.7, pdgina 562), quer na
versao para operadores limitados em espagos de Hilbert (vide Teorema 42.46, pagina 2497, para o caso de operadores
autoadjuntos).

E. 39.35 Ezercicio. Seja f € #(R™). Usando o fato que F* = 1 (vide Teorema 39.3, pagina 2167), mostre que as funcdes ga,
a € 7., definidas por

ga = ZN“)” Ff] = i°f + (1T + (=) F[f] + F°[f]

4=1,s60scasos a =0, 1, 2, 3 sdo independentes). Mostre também

satisfazem F[g.] = (—i)®ga para todo a € Z (em verdade, como ¢
que
1g 1
f= Z;(ﬂ) gu = 7 (90— g1 — g2 +iga) .
Isso prova que toda fun¢do de Schwartz pode ser escrita como combinag¢3o linear de quatro fungdes de Schwartz, as quais sdo autofungonas
da transformada de Fourier com autovalores (—i)® com a = 0, 1, 2, 3. Essa é uma versio do chamado Teorema Espectral para as
transformadas de Fourier em .(R™).
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Mostre, usando as expressdes acima, que

J+1 3‘]+1

Lq

Il
]
B
=

Q
o™

2

o

=}
o
[¢]

Ii
-
Mw

a=0, 1, 2, 3. Prove que
3
& =1 eque & = dabta
a=0

para todos a, b =0, 1, 2, 3, e conclua disso que os &,'s sdo os projetores espectrais de F.

E de se observar que as propriedades e relages estabelecidas acima valem n3o apenas para a transformada de Fourier & agindo em
Z(R™), mas também para sua extensio agindo em L*(R", dz). Justifique! o,

e A Transformada de Fourier em L?(R", dx) e as fungées de Hermite

Como dissemos acima, as Chamadas funcoes de Hermite foram introduzidas na Segao 16.2.3.1, pagina 918, e sao
definidas por A, (x) 1= ¢ Hp(x)e™™ */2 com 2 € R e m € Ny, onde ¢,, ¢ dado em (39.107), pagina 2172, e H,, sdo os
polinémios de Hermite. Em (16.117), pagina 919, provamos que podemos expressar cada h,, n € Ny, na forma

ho(z) = cn (:c - —> e /2 (39.137)
com z € R. Como h,, € .¥(R), e usando os operadores P e @), podemos escrever (39.137) na forma
hy = e (Q _ iP) ho

—2*/2  claro por essa expressao, com uso de (39.44), que

Flhn] = cn<fsz‘Q)n"f[h0] - (fi)”cn(sz‘P)nho,

com ho(z) =e

onde usamos o fato j& provado que F[hg] = hy (Proposi¢ao 39.8, pigina 2162). Portanto, provamos que
Flha] = (=i)"hs (39.138)

para todo n € INy e com isso estabelecemos que cada funcao de Hermite h,, é autofungao da transformada de Fourier com
autovalor (—i)". De acordo com (16.111), pégina 919, essas funcdes satisfazem [ Ay (2)hm(x) dz = 6pm para todos
n, m € Ny. Na Secao 17.2, pagina 961, provamos também que essas fungoes formam uma base ortonormal completa no
espaco de Hilbert L?(R, dx).

Nota. A equagdo (39.138) ndo deve surpreender o leitor familiarizado com a Mecanica Quéntica pois, devido a (39.44), é fécil ver que F

comuta com o “operador Hamiltoniano” do problema do oscilador harménico: H = %(P2 + QQ). Vide Exercicio E. 39.22, pagina 2159. Sendo
as fungdes de Hermite h,, autofungoes de H, elas devem ser também autofungoes de F. &

As observacoes acima permitem-nos exprimir a transformada de Fourier sobre elementos de L?(R, dx) da seguinte

[oe]

forma. Seja ¢ = Z (hn, V)¢ hn a decomposigao de ¢ € L?(R, dr) na base ortonormal completa composta pelas fungoes
n= O

de Hermite, com (f, g)¢ := f]R x)dz sendo o produto escalar usual em L?(R, dx). Obtemos, entdo, por (39.138),

Fp = Z(*Z)n<hm 7/)>@ hy = Z Z han+ta, ¥ h4n+a, (39.139)

n=0 a=0

onde usamos o fato que as funcdes de Hermite Ay, tém autovalores (—i)*, para todo n € INg e todo k € {0, 1, 2, 3}.
A convergéncia das séries acima se d4 no sentido da norma de L?(R, dx). A relagdo (39.139) permite exprimir a
transformada de Fourier de uma fungao 1 arbitraria de L%(R, dz) e ¢é vdlida mesmo quando a integral (39.108), pagina
2172, nao esta definida.

Essa abordagem da teoria das transformadas de Fourier no espaco de Hilbert L?(R, dx) fazendo uso das fungoes de
Hermite é empregada no estudo de séries temporais e foi introduzida por Wiener?® (vide, e.g., [574]).

26Norbert Wiener (1894-1964).
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Vemos do exposto acima que os projetores espectrais €4, a = 0, ..., 3, de F sdo dados, na notacdo de Dirac??, por
o0
& = Z |h4n+a><h4n+a|
n=0
e que podemos escrever
3 3 oo
F = Y08 = YD [hansa){ansal
a=0 a=0 n=0

Essa & a representacao espectral da transformada de Fourier. Com a notacao de Dirac podemos igualmente escrever

oo

T = 30

n=0
que ¢é por vezes denominada representacao de Wiener da transformada de Fourier.

Com a posse dessas expressoes, abrem-se diversas possibilidades, como por exemplo, a de se definir poténcias ar-
bitrérias de transformadas de Fourier (também denominadas transformadas de Fourier fraciondrias), dadas para v € C
por

3 . 3 ] s
7= Y ey = 3 Y ) (hansal
a=0 a=0 n=0

X ok Xk

E. 39.36 Ezercicio. Considere-se a funcdo de Schwartz dada por
7T) 1/4 1

@ = () v

Mostre que essa fun¢do tem norma 1 no espaco de Hilbert L?(IR, dz), ou seja, mostre que

(he B) pom gy = / h(z)*de = 1.
1

Sugestdo: use a expressdo (39.316) do Exercicio dirigido E. 39.69, pagina 2247, e tome o limite y — 0. N3o esqueca o fator T da
transformada de Fourier!

No Exercicio dirigido E. 39.68, pagina 2246, demonstramos que a fun¢io h tem a si mesmo como transformada de Fourier: Fh = h.
Conclua disso que h é um elemento do fecho do subespaco de L2(IR, dx) gerado pelas funcdes de Hermite cuja ordem é um muiltiplo de
4, ou seja, {h4n, n € No}.

Isso implica que a projecdo de h sobre as demais fun¢des de Hermite é nula. Assim, vale <h, hk>L2(]R, ) = 0 para todo k impar, o
que implica que

/OO ;H (1’)6712/2 dr = 0
— oo COsh (\/gm) k
para todo k impar (o que é trivial, pois h é uma fung¢do par mas h, é uma fungdo impar para todo k impar) mas vale também que
<h, h2+4”>L2(1R i) = 0 para todo n € Ny, o que implica que

oo 1 _ Py 9
— Hoiun(x)e*/?dz = 0
/,Oo cosh (\/gm) +an(@)
para todo n € INg, uma relacdo que, aparentemente, ndo se deixa demonstrar facilmente por meios diretos!
Segue das consideragbes acima que podemos escrever
) e - 2
(— — = = han h> han ()
s ) L2(R, d )
8 cosh (\/E:v) = (R, dz)

como a expansdo de h na base ortonormal completa definida pelas funcdes de Hermite em L?*(IR, dz). Obtenha de forma explicita os
coeficientes

— m\1/4 < 1 —x2/2
<h4n7 h>L2(]R, dz) (g) Can [m WH471($)6 dx
como funcdo de n (obs.: isso ndo é uma tarefa simples!). Os coeficientes ¢,, sdo os dados em (39.107). o,

27Nessa notacéo |w><1/1{ denota o projetor ortonormal sobre um vetor normalizado ¢ € L2(R, dz).
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E. 39.37 Ezercicio. No Exercicio dirigido E. 39.68, pagina 2246, demonstramos que a func3o do espaco de Schwartz
1

v = (5) o WD)

tem a si mesmo como transformada de Fourier: Fh = h. Mostre que as fun¢des

O\ /4 d\" 1
ro(z) = (Q — zP) h(z) = (g) (:v — %) o h (TEa) (VZ2) , n € Ng ,
© 1/4 d\" 1
. T
sn(x) = (Q +ZP) hiz) = (g) <x+ %) W , n € Ny,
satisfazem
Frn = (—0)"rn e Fsp = i"sn
para todo n € INg o,

39.2.3 Transformadas de Fourier: Toépicos Suplementares

Esta secao trata de alguns temas especiais envolvendo transformadas de Fourier. Nem todo o material dela sera utilizado
no presente capitulo (ainda que seja tutil alhures) e seu estudo possivelmente pode ser dispensado em uma primeira
leitura.

39.2.3.1 A Férmula de Soma de Poisson

Vamos aqui apresentar uma interessante conexao entre séries e transformadas de Fourier e alguns de seus usos. Trata-se
de uma relacdo notdvel e de grande utilidade denominada férmula de soma de Poisson®®.

Proposicao 39.13 (Férmula de Soma de Poisson) Para cada g € .7 (R) vale a identidade

o0

> glz+n) = Vaor Z [(27m)e2mme (39.140)

n=—oo m=—0oQ

para todo x € R. Em particular, vale a identidade

o

> gn) = Vo Z gl(2mm) . (39.141)
Ambas as expressoes (39.140) e (89.141) sdo denominadas férmula de soma de Poisson. O

As hipéteses sobre a fungao g podem ser ainda mais enfraquecidas. Vide Exercicio E. 39.38, logo adiante.

Prova da Proposi¢do 39.13. Em primeiro lugar, observemos que, devido ao répido decaimento de g, a série > >~ oo 9(x+m)
converge absolutamente e uniformemente em compactos e, portanto, define uma funcao continua em R, que denotaremos
por G:

oo

G(z) = Z glx+n).

n=—oo

E evidente pela definicdo que G é uma funcdo periddica e de periodo 1. Paralelamente, como Fg] € . (R), podemos
afirmar também que a série V27 Y. Flg](2rm)e’*™™* converge absolutamente e uniformemente em compactos e,
portanto, define uma funcao continua em R, que denotaremos por H:

( \/_ Z 27rm i2rma

m=—0o0

28Siméon Denis Poisson (1781-1840).
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Para provarmos, como desejamos, que G = H, é suficiente, pelo Coroldrio 38.4, pagina 2104, provarmos que o0s
coeficientes de Fourier de G coincidem com os de H, que sdo obviamente dados por v27F[g](2mrm) (vide (38.59), pagina
2099). De acordo com (38.59), o m-ésimo coeficiente de Fourier de G é dado por

G m

completando a prova.

E. 39.38 Ezercicio.

satisfagam a seguinte propriedade: existe K > 0 tal que |g(x)| + |¢'(z)] <

/2
[ e

—-1/2
12 oo
_ / eszme ( Z g(y+n)> dy
71/2 n—=—oo
(38:2) - /1/2 efi27rmyg(y + n) dy
n=-—00 —-1/2
p=y+n = nt1/2 —i2rm(p—n) d
e > e 9(p) dp
ne—_oo/n—1/2
i2mmn_ oo n+1/2 )
o= t/ e~ g(p) dp
ne—_oo’/n—1/2

= /ﬁ e TP g(p)dp =

— 00

K
1+z2

manipulagdes da prova da Proposi¢do 39.13 sio validas sob a hipdtese acima. Vide [168].

e Alguns usos da férmula de soma de Poisson

V21T (g] (27m) ,

Mostre que as identidades (39.140) e (39.141) valem também para fun¢des g que sejam diferencidveis e
para todo = € R. Sugestio: constate que todas as

Ll

E. 39.39 FEzercicio. Usando a férmula de soma de Poisson (39.141) e o resultado do Exercicio E. 39.19, itens b e ¢, pagina 2155,

prove que para a > 0 vale

Compare (39.142) com (38.127).

oo

1 1
Z a? + (2mn)? - 2a tanh(a/2)

n=—oo

O resultado do Exercicio E. 39.39 pode ainda ser generalizado.

(39.142)

Ll

E. 39.40 FEzercicio. Usando a férmula de soma de Poisson (39.140) e o resultado do Exercicio E. 39.19, itens b e ¢, pagina 2155,

prove que para a > 0 vale

o 2mimx

Z m = h,a(x)7

m=—0o0

onde hg € a fungdo continua e periédica de periodo 1 que no intervalo [0, 1) vale

icosh (a (m — %))

ha(@) = 2a senh (%)

(39.143)

(39.144)

oo
Sugestdo: A somatdria E e—alm+el pode ser calculada da seguinte forma. Trata-se claramente de uma fun¢do periddica de periodo

m=—0oQ
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1. Podemos, portanto, restringir  ao intervalo [0, 1) e escrever

oo -1 [e] -1 oo
Z e—a\nL+x\ — Z e—a\m-Hc\ + e—a\ac\ + Z e—a\m+x\ — Z ea(m-Hc) + e~ + Z e—a(m+x)
m=1

m=—o0 m=—o0 m=—oo m=1

oo
= e %% + (eaz +efaz) Z e am

m=1
e—a
— —axr ax —ax
- + (6 + ) 1—ea
cosh (a (z — %
= M . (39.145)
senh (5)

Na segunda igualdade em (39.145) usamos que para 0 < z < 1 vale [m+z| = —(m+x) sempre que m < —1, que vale j[m+z| = m+z
sempre que m > 1 e que el = ¢79% A dltima igualdade em (39.145) envolve apenas manipulagdes simples. Complete todos os
detalhes. -

E. 39.41 Ezercicio. A identidade (39.143)—(39.144) pode também ser obtida computando-se a série de Fourier da funcdo h I3
definida. Faga-o! (Exercicio E. 38.24, pagina 2128). "

39.2.3.2 Usos da Férmula de Soma de Poisson. A Funcao 6 de Jacobi

E. 39.42 Ezercicio. A chamada Funcdo 6 de Jacobi”®, denotada por 6, é definida por

0z, 1) = Y et (39.146)

n=—oo

comz€ Cete CcomRe(t)>0.

a. Usando a férmula de soma de Poisson (39.141) e também (39.72), mostre que 6 satisfaz a seguinte relagdo:

oo

0z, 1) = % 3o e EE? (39.147)

n=-—oo

Constate pela definicdo da fungdo 0 que

2
1 = _m2 e~ —iz 1
- t(z n) Ry =
Vi 2« Vi < t’ t)

n=-—oo

e conclua de (39.147) que vale a identidade

rz2 .
0(z, 1) = e\/g 9(*7” %) : (39.148)

para z € Cet € C com Re(t) > 0. Essa expressio é denominada identidade funcional da fungdo 6 de Jacobi, ou relagio funcional
da fungdo 6 de Jacobi.

b. Observe que para z € C et € C com Re(t) > 0 podemos escrever
0(z, 1) = 142 Z e ™" cos (2mnz) . (39.149)
n=1

Disso vé-se facilmente que 0(z + 1, t) = 0(z, t) e que O(—z, t) = O(z, t). E também evidente por (39.149) que 0(z, t) é real se
z€ R et>0. Prove que para todo z € C vale

lim 0(z, t) = 1, (teR).
t—o0

De (39.146) ou de (39.149) vé-se que, para cada t € C com Re (t) > 0 fixo, a fun¢do 0(z, t) é uma fun¢3o inteira de z, pois as
séries de (39.146) ou de (39.149) s3o séries de fungdes analiticas que convergem absoluta e uniformemente em compactos.

29Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
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c. Consideremos agora z € R e t > 0. Mostre que
1/2
/ 0z, #) dz = 1 (39.150)
—1/2
para todo ¢ > 0. Usando a periodicidade de 6(z, t) com relagdo a z e o fato que 6(z, ¢t) = 6(—=z, t), mostre que para todo ¢

com 0 < 6 < 1/2 vale
-6 1/2 1-6
/ 0(z, t) dz+/ 0(z, t)dz = / 0(z, t) dz,
5 5

—1/2
e usando (39.147), mostre que
1-6
lim 0(z,t)dz = 0. (39.151)

t—0 5

Conclua disso que para t — 0 a func¢do 0(z, t) comporta-se como uma sequéncia delta de Dirac de periodo 1 centrada em z = 0.

A Fungdo 6 de Jacobi desempenha um papel em diversas dreas da Matemdtica (Teoria de Nimeros, Teoria de Grupos, teoria das
fungdes elipticas etc.) e da Fisica (teoria da difusdo do calor, Mecinica Quéntica, Teoria Quéntica de Campos etc.). H3 uma extensa
literatura sobre a Fun¢do 6 de Jacobi. Mais propriedades elementares e aplicages dessa fun¢do podem ser estudadas, entre outros, em
[672], [114] e [226]. No Exercicio E. 45.46, pigina 2692, exibimos um problema fisico, o problema de difusdo de calor no circulo, no
qual a Fungdo 6 de Jacobi surge naturalmente. o,

Notas. Frequentemente denota-se 6(0, t) por 0(t), t € C com Re (t) > 0. Assim, tem-se,

= 2 1./1 R 2
o) = > et e vale 01t) = —0 (—) = — > e, (39.152)
n=-—oo \/Z t \/Z n=-—oo
pela identidade funcional (39.148). Alguns autores definem a Funcéo 6 de Jacobi por
oo ) o,
19(27 7_) = Z 627rznz+z7rn T (39.153)
n=—oo
com z, 7 € C mas Im(7) > 0. Tem-se, portanto, ¥(z, 7) = 6(z, —iT) e a relagdo (39.147) fica
7:7722
—izz 1
ey 7) = S (f, 77) . (39.154)
—iT T T
Alguns textos denotam ¥(z, 7) por ¥oo(z, 7), por Ooo(z, T) ou ainda por 03(z, 7). L3

39.2.3.3 Transformadas de Fourier e Médias Angulares

Um tema especial relevante é o da transformada de Fourier de fungoes definidas em R™ que sejam invariantes por rotagoes.
Como veremos no que segue, surge no tratamento desse tema uma insuspeita conexao com a teoria das funcoes de Bessel,
introduzidas na Secao 15.2.3, pagina 851, sendo suas propriedades basicas desenvolvidas na Se¢ao 16.2.7, pagina 929, e
na Segao 17.4, pagina 965.

e Transformadas de Fourier de funcgoes radialmente simétricas

Uma funcéo f : R™ — C é dita ser radialmente simétrica, ou esfericamente simétrica, se para todo R € O(n) (o
grupo ortogonal em R™. Vide Secao 21.2.3.1, pagina 1137) valer f(Rz) = f(z) para todo z € R™. Se f € #(R"™) é uma
funcao radialmente simétrica, é facil ver que sua transformada de Fourier também o é. De fato, sabemos que para todo
R € O(n) vale (Rp) -z = p- (RTz). Logo,

1

—1 -x on 1 —in-(RTz) m
FfIRp) = @2 (z)e " RPIT gy = o L. (2)e~ P ®R7®) gng

= W R"f(Ry)e_ip'y d"(Ry)
G L Sy = s,

provando que F[f] é radialmente simétrica. Na penultima igualdade usamos o fato que f é radialmente simétrica e o
fato que a medida d"z é invariante por O(n).
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Se f : R® — C é uma funcdo radialmente simétrica, entdo pode ser escrita na forma3® f(x) = f(H:cH) para todo

x € R", onde ||z]| = /2% + -+ + 22. Em diversas situagoes temos interesse em calcular a transformada de Fourier de
uma funcao radialmente simétrica f em termos apenas de sua dependéncia radial. Esse calculo é dependente da dimensao
n e exemplificaremos isso no que segue nos casos n = 1, n = 2 e n = 3. Em seguida trataremos do caso de n € IN geral.

Caso n = 1. Se f € #(R) é radialmente simétrica, vale f(z) = f(—x) para todo = € R, pois o grupo O(1) consiste nos
elementos +1. Assim, uma funcao radialmente simétrica em uma dimensao é uma funcao par, e nesse caso, vale

= \/g/o f(z) cos (|p|$) dx (15129 \/H/O f(x)J,1/2(|p|ac) Vadz,

como facilmente se constata, onde J_; /5 é a funcao de Bessel de ordem —1/2 (vide Secao 15.2.3, pagina 851 e Segao
16.2.7, pagina 929). A razdo de expressarmos F[f](p) em termos de uma fungao de Bessel ficard mais clara com os casos
que seguem e com o Exercicio E. 39.43.

Caso n = 2. Seja f € .(R?) uma funcao radialmente simétrica, ou seja, tal que f(z) = f(H:cH) Sua transformada de

Fourier F[f] é dada por

1

Il = o RBf(IIIEH)@’“””deE

Para p # 0 a integral do lado direito pode ser mais facilmente calculada em coordenadas polares (p, @), adotando-se o
eixo horizontal na dire¢do de p € R?, com o que escrevemos p - x = ||p||||x|| cos ¢ = ||p||pcos ¢ e obtemos

Ffw) = %/O [f(p)e—il\pl\pcoswpdpd(p

oo 1 s .
— il —illpllpcos e g d
/O f(p)<2ﬂ/7re <p>p P

(16.190)

/f Yo (llpllp)pdp

onde Jy é a funcao de Bessel de ordem 0.

Resumindo, para f € .(R?) radialmente simétrica com f(z) = f(||z||) para todo z € R?, vale
TG = [ 1) Jo(loll) pdo- (39.155)

Caso n = 3. Seja f € .(R?) uma fungao radialmente simétrica, ou seja, tal que f(z) = f(||z||). Sua transformada de
Fourier J[f] é dada por

TIw) = goyrs [, L (lal)e ™

Para p # 0 a integral do lado direito pode ser mais facilmente calculada em coordenadas esféricas (r, 0, ¢), adotando-se

W

o0 eixo “z” na direcdo de p € R3, com o que escrevemos p - z = ||p||||z|| cos§ = ||p||r cos@ e obtemos

e} T 27
Flfllp) = W /0 /0 /0 f(r)e~illplireos & .2 seng drdfdy
= (Qﬁ /OO f(r) (/F e tllplircos® sen@d@) r2dr
™ 0 0
u cos 1 o L .
cos 0 7(271_)1/2 /o f(r) (/1 e llpllru du> r2dr

sen(lply)
f— d
o 1/2/ SO 7

30Com um certo abuso, mas tencionando evitar uma sobrecarga na notacio, utilizamos a mesma letra f para designar as fungdes f(z) e
f (||z||)7 ainda que a primeira seja, estritamente falando, uma fungdo de n varidveis e a segunda de uma varidvel.
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Resumindo, para f € .(R?) radialmente simétrica com f(z) = f(||z||) para todo z € R?, vale

_ [T EMTQ - o . Ji2(lplr) 2 dr
F1f1(p) 7/0 f(r) <\/; ol )d 7/0 f()<7_|p|r ) dr (39.156)

com J; /5 sendo a fungao de Bessel de ordem 1/2.

O estudante é estimulado a comparar (39.155) a (39.156), observando as semelhancas entre ambas. O exercicio
dirigido que segue obtém a expressao geral da transformada de Fourier de uma funcgao radial em n dimensoes, n > 2.

E. 39.43 Ezercicio dirigido. Prove que em R™, n > 2, a transformada de Fourier de uma fung3o radialmente simétrica f € S (R")
é dada por

Fflp) = M%/om £y Ja 1 (llpllr) v/ dr (39.157)

p € R™, onde Ji é a funcdo de Bessel de ordem k.

Trataremos especialmente do caso em que n > 3, pois os dois casos anteriores ji foram discutidos. Comecemos escrevendo a
transformada de Fourier F[f](p) = (27) /2 fw f(llz])e”"*d"x em termos de coordenadas esféricas n-dimensionais, as quais foram
introduzidas na Secdo 4.4, pagina 329. Estas sdo: uma coordenada radial r € [0, o) e n — 1 coordenadas angulares ¢, 03, ...,0,,
onde ¢ € (—m, 7| e b3, ...,0, € [0, w]. Vide discussdo da Se¢do 4.4, pigina 329. O elemento de volume de integragdo é
1"”_1(sen@n)n_g(sen&nfl)n_3 e (sen03)drd<pd91 -+-dfn. Vide (4.45), pdgina 332. Como fizemos no caso n = 3, escolhemos o
eixo principal na direcdo do vetor p (que assumimos ser ndo nulo), de sorte que 6, é o angulo entre = e o eixo principal positivo (no
caso n = 3, acima. esse papel foi desempenhado pelo dngulo ). Com isso, p - = ||p||||z| cosf, =. Sabendo que r = |z|| e
f(lz])e " = f(r)e~ilIPlTeosOn depende apenas das varidveis e 6,,, obtenha

Ff)(p) = Fa / (/ e IPlreostn (seng,, )"~ dé)n) feryrtdr (39.158)

Fo = (2m) /21 (/Ow(sent%,l)n_?’dﬂn,g) (/Ow(senen,g)"“‘don,g) (/Ow(senﬂg)d%) :

O integrando da transformada de Fourier ndo depende de ¢ e a integragdo nessa variavel produz o fator 27 extra observado em F,.

onde

Vamos prosseguir determinando primeiro a integral em 6, em (39.158). Com a mudanga de varidveis u = cos 6, temos

™ 1
/ elpllreosOn (geng, )2 g, — / =il (1 2) gy
-1

0

Essa dltima integral pode ser extraida, com as devidas identificagdes, de (16.203), pdgina 938. Obtenha

L il 2\ n—2 n—1 2 \"*!
e Plru (] )" Cdu = Al | —— — Jn /o r) .
[ (1=) Vi () () e ()

I / o TI/QH 1)%' Toizallpl) o g (89:159)

Com isso, escreva

onde G, := /7’ ("Tfl) on/2-1p
Para o cdlculo de F,,, e Gy, recordemos que, por (7.125), pagina 447, vale para todo m € IN,

" myg — V7L (%3
/O(sen9) d9—2m F(%) .

Assim, obtenha

(M1 g oy VA TR T ()T ()
o= A () e e e T
-y
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Na pendltima igualdade usamos a férmula de duplicagio da fungio Legendre, relagdo (7.53), pagina 424, com a identificagdo z = n/2—1.
Acima, usamos também que I'(1/2) = /7.

Assim, obtenha finalmente de (39.159)

TI0) = T [ F0) Jogas(Ipll) 7/ dr

que é a prometida expressio (39.157). Constate que para n =2 e n = 3 essa expressdo coincide com as expressdes previamente obtidas
(39.155) e (39.156), respectivamente. o+,

e Transformadas de Fourier e médias angulares

Seja f € .(R™). Como é bem sabido, podemos expressar f na forma f(z1, ..., z,) como fungdo de n coordenadas
Cartesianas de R™ ou na forma f(r, ) em funcio de coordenadas esféricas em R™, onde r = \/x? + --- + 22 e onde
é um conjunto de n — 1 coordenadas angulares que coordenatizam a superficie esférica de raio 1 em R™, que denotamos
por $”!. No caso n = 2, por exemplo, podemos adotar {2 = ¢, com —7 < ¢ < 7 e no caso n = 3 podemos adotar
D=0, ), com0 <0 <7me—7<p < (coordenadas esféricas). Para coordenadas esféricas em R"™, com n > 2, vide
Secao 4.4, pagina 329.

Em $"! existe uma medida de integragdo invariante pela acio do grupo de rotacdes O(n), a qual denotamos por
dy,_1, e que é normalizada de sorte que [g,_, dQ,_1 = [$"7!|, onde |$""!| denota a medida de drea (ou volume, como
queira) de $"~!. Usando os exemplos acima, no caso n = 2 temos d); = dy e |$!| = 27 e no caso n = 3 temos
dly = senfdfdyp e |$| = 4. A expressio geral de d),_1 em coordenadas esféricas é dada em (4.46), pagina 332.

Sabemos também do Lema 4.1, pagina 329, que para todo n € IN, n > 2, vale

(39.160)

onde I' é a Funcao Gama de Fuler (vide Capitulo 7, pagina 408).
Com o uso da medida invariante df2,,_; podemos definir uma média invariante (por O(n)) de funcoes de . (R™):

1
|57 Jgn—a

M(f](r) = flr, Q) dQ, 1, (39.161)

f e .Z(R"). M[f] é denominada média esférica de f, ou média angular de f. E bastante claro que M[f](r) pode ser
interpretada como a média de f sobre a superficie da esfera de R™ de raio r centrada em 0.

Note-se que M [f](r) = M[f]( 34+ :c%) e, portanto, M|[f] pode ser também encarada como uma funcao definida
em R™.

E 1til notar que a transformada de Fourier e sua inversa podem ser escritas em termos da média angular. De fato,
se h: R™ — C é uma funcao integravel, temos

el oo
/ bz, ..., an)de = / / h(r, Q) dQy_yr" tdr = IS”‘1|/ M[R](r) v Ydr .
" 0 Jgn-1 0

Consequentemente, podemos escrever, para toda f € .Z(R"),

51| e 1 8”1 ne1
Ffl(p) = (2m)72 M [fep)(r dr e FSflp) = (a2 M [fe—p)(r) r* " dr, (39.162)
onde e,(x) = e . Note-se que e,(z) = e,(p). Acima, p = (p1, ..., pn) € R™.

Como veremos, é 1til considerarmos a expressao M [ep](||z||) e afirmamos que a mesma é uma fungdo apenas do
produto ||p|| ||z||. Esse fato é evidente se observamos que

1 .
Mie (e T Q) _ 1 eillellzleos® 4o () .
elllal) = oy [ e @) = [ n1(a)
onde escrevemos p - ¢ = ||p|| ||z]| cos# e com @ sendo o dngulo entre p e z. O angulo 6 pode ser expresso em termos das
varidveis angulares ,,_1(z) de z e, com isso, vemos que M|e,](||z]|) depende apenas do produto ||p| [|z||. Tendo isso em
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mente, definamos E(||p|| ||z||) por
8"

E(lplll=]) =

Para uma funcao H de duas variaveis z, y € R"™ podemos tomar as médias M tanto com relagao a varidvel x quanto
em relagdo a y. Denotaremos por M,[H]| a média em relagdo & dependéncia em x e por M,[H] a média em relacdo a
dependéncia em y. Para a funcdo e,(x) = e~ "'* temos que

(27.‘_)71/2
Molep)(llzll) = WE(HPH l2ll) = Myle](llpll) - (39.163)
Note-se que se f é uma fungao radial, ou seja, f(x1, ..., x,) = f(||ac|D7 teremos

/ f)E(|p|r) r"tdr e / F(r) E(||p||r) v dr .

Como vemos em (39.155) e (39.156), temos

2 sen(||p]| ||x J llpll [
E(lollel) = Jo(lpl l2]) paran=2 e E(lp]ll]) = ﬁ ALD) _ Ll ), =

[vIniEd Pl {l]l
e, portanto,
sen (||| [|=[|) J1/2(HPH )
Mley)(llzll) = Jo(llpl lz) paran=2 e Mle)l(|lz]) = — " = paran =3 .
2l {l]l [vIiEd
39.164)
No caso geral (n € N, n > 1), vemos de (39.157) que
Jns2—1 (llpll ||| _ Jns2—1 (llpll |||
Bl ol = Zzz=x el Mley)(lel) = 22 0(ny2) 22z IPl el (39.165)
(el Nl1) (el fl(1)
E. 39.44 Ezercicio. Mostre que para toda f € .7(R") vale M [F[f]] = F[M[f]]. o+

e Uma identidade importante

Vamos a seguir provar uma proposicao (Proposi¢ao 39.14) de importéncia no estudo da propagagio de ondas em
d = 3 dimensoes espaciais e da qual faremos uso na Segao 45.4.4.1, pagina 2633. Antes precisamos do seguinte resultado:

Lema 39.1 Seja g € S(R") e, para y € R™ fizo, seja Mp[ey](||p||). Entao, a fungao de p € R™ definida pelo produto
G(p) == g(p)My[e,](lIpl]) € também wma fungio de ' (R™). O

Prova. Por (39.163) escrevemos

(39.163)

Gw) = 9)Myle,) (1) sl = o) [ e a0,

A expressao fsn,l e~ Y dQ, 1(y) é infinitamente diferencidvel em relagao as varidveis p, pois envolve a integral de
uma fungdo infinitamente diferencidvel em um conjunto compacto (cf. Teorema 38.5, pagina 2073). Além disso, tem-se
(usando a notac¢ao de multi-indices. Vide pdgina 2141)

Dﬂ/ e~ Py dQ, 1 (y) = / (Dge—ipy) dQn_1(y) = (—i)\ﬁl/ yPeiry A, 1 (y) ,
gn—1 gn—1 gn—1

onde D representa derivagoes em relagao as varidveis p. Como ‘(—i)‘m‘ =1, le®¥ =1e|y?| < |y (pois |yx| < ||yl
para todo k = 1, ..., n), segue que a tltima expressao pode ser limitada em médulo por ||y||!#!|$»~1.
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E evidente, portanto, que G(p) é infinitamente diferencidvel em p e, pela regra de Leibniz, tem-se (usando a notagao
de multi-indices)

DG = Y (D)0 [ e an, ).

ay, ag gn—1

ajtag=a
E elementar constatar disso e dos comentdarios acima que

IDGp)l < 18" Y0 (D g(m)l llyl'

oy, ag
aytas=a

Como g € .Z(R"), segue que para todo N € IN existe Cljg‘ tal que |[D* g(p)| < C\JX1|(1 + Hp||)_N, Vp € R™, implicando
que para todo N € IN

« n— 2 —-N n
DG <[$" M| Do Iyl elef, |+ lpl)T . VpeR

ay, ag
altas=a

provando que G € . (R"™). |

Proposigao 39.14 Seja v € (R") e consideremos a expressio F 1 [?[U]M[ey]} (x) com z, y € R™. Entao, para cada
y € R™ a funcdo de x definida por F—1 [?[U]M[ey]} (x) € um elemento de (R"™). Essa expressio depende de y apenas

por meio de |ly|| e (o ponto mais importante) € igual ¢ média da fungdo v na superficie da esfera em R"™ de raio ||y
centrada em x:

1
T [TeMle)] @) = oy [ e =) () (39.166)
S?L*
onde dQ,—1(y) € a medida de integracao invariante nas varidveis angulares que descrevem y € R™. O

Prova. Para cada y € R™ tem-se pelo Lema 39.1, acima, que F[v]|M[e,] € #(R"™) e, portanto, sua transformada de

Fourier inversa ! [ff [v] M [ey]} estd bem definida e é também uma fungao de .7 (R"™).
De forma mais explicita, F~! [?[U]M[ey]] (x) é dada por

T [FiMe)] @) = G [ T Myles)(Iol) € a'p

n/
e, claramente, o lado direito depende de y apenas por meio da funcao Mle,](||p||) = %E(Hp” lyll), a qual depende

de y apenas por meio de seu médulo ||y||. Assim, F~! [S‘F[U]M[ey]] () é uma fungdo de z e de |ly||. Vamos, por isso,
denotar F~1 [’J"[U]M[ey]] (z) por K[v](z, ||y||). Teremos,

Kl ) = T FUMe)]@) = G [ T Myle)(lpl) e @'

T o | ) Ml () e

= M, [ (25" 7 /]R T[0)() ep(v) e d”p} (Ilyll)
|

s L, A=) (1)
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1 .
Como, evidentemente, W / F[v](p) e (@) gy = v(z — y), concluimos que
)" n

Kil(e. o) = My [ole =] (1) = gy [ vl —1) d20ma(0).

Assim, contemplando essa tltima expressdo, vemos que X[v](x, |ly||) é a média da fun¢do v tomada na superficie da
esfera em R™ de raio |ly|| centrada em z. |

39.3 Distribuicoes e Distribuicoes Temperadas

e Funcionais lineares

Um funcional linear £, definido em um espaco vetorial complexo V', é uma aplicacao £ : V — C que satisfaz
Lau+ Bv) = al(u) + fl(v)

para todos u, v € V e todos «, 8 € C. Se V for um espago vetorial real a definicao é anédloga.

O conjunto de todos os funcionais lineares de um espago vetorial V é frequentemente dito ser o dual de V. E
importante observar que o dual de um espaco vetorial é também um espaco vetorial. Se /1 e ¢5 sao funcionais lineares
em V entao, para todos a1, as € C a aplicagao de V' em C denotada por a;¢; + asls e definida para cada v € V' por

(04161 —+ 04262)(1)) = 04161 (’U) —+ 04262(1))

¢ igualmente um funcional linear em V' (verifique!).

Se v € V e ¢ é um funcional linear em V', é muito conveniente denotar ¢(v) pelo simbolo (¢, v). Essa notagao é ttil
por evidenciar a simetria da associagao entre os elementos de V' e de seu dual. As relagoes de linearidade, por exemplo,
se escrevem

<€, V2 +Oz2’U2> = Oél<€, ’U1> + 052<€, ’U2>

com vy, vy € V, £no dual de V e e a3, as € C, arbitrérios, e
(arly + agle, v) = a1{ly, v) + az{ls, v)

também com #1, ¢> no dual de V, v € V e a;, as € C, arbitrarios.

No que segue, usaremos tanto a notacao ¢(v) quanto a notagdo (¢, v). A expressdao (¢, v) é por vezes dita ser o
“pairing”’, ou emparelhamento, do funcional linear £ com o vetor v.

Os espacos vetoriais . (R"™) e Z(R"™) possuem, naturalmente, funcionais lineares. Os que nos irdo interessar sao
aqueles que sao continuos, como definiremos adiante.

E importante observar que, como Z(R™) C . (R™), todo funcional linear em . (R™) é um funcional linear em Z(R™).
A reciproca, porém, nao é verdadeira. Por exemplo, a expressao

l(p) = / ) et p(x) da (39.167)

—0Q0

estd definida para todo p € Z(R) (pois a integral do lado direito pode ser restrita ao suporte de ¢, que é compacto, e
+2* ¢ limitada em qualquer compacto) e define um funcional linear em 2(R"™). Todavia, a integral do lado
direito nao pode ser definida para toda funcao ¢ € .(R). Por exemplo, ela ndo estd definida para a funcdo p(z) = e“”Q,

que é um elemento de . (R).

a funcao e

e Definindo a nogdo de distribuicdo. O espago 2'(R")

Um funcional linear T' definido no espago Z(RR™) que seja continuo é dito ser uma distribuicdo.
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Dizer que funcional linear T' definido no espagco Z(R™) é continuo significa dizer que para toda a sequéncia gy
de elementos de Z(R™) que convirja, no sentido definido na Segdo 39.1, pagina 2139, a uma fungdo ¢ € 2(R"™) vale

lim T(pr) = T(p), ouseja, lim T(pg) =T ( lim @k)-
k—o0 k—o0 k—o0

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em Z(RR™), ou seja, de todas as distribuicoes, é denotado
por Z'(R™).

E importante observar que %’ (R™) é um espago vetorial. Se U e V sdo elementos de 2'(R™) entdo, para todos
a, B € C a aplicagdo de 2(R™) em C denotada por aU + BV e definida para cada ¢ € Z(R™) por

(U +BV)(p) = aU(p) + BV (p)
é igualmente um elemento de 2'(R™), ou seja, é um funcional linear continuo no sentido da convergéncia em Z(R™).

E. 39.45 FEuzercicio. Verifique as afirmacdes acima. o+

No que segue, usaremos tanto a notagao T'(¢) quanto a notagao (T, ). A expressao (T, ¢) é por vezes dita ser o
“pairing’, ou emparelhamento, da distribuicao T' com a funcao .

e Definindo a nogao de distribuigcao temperada. O espago .'(R")

Um funcional linear T definido no espaco .%(R™) que seja continuo é dito ser uma distribuicao temperada’.

Dizer que funcional linear T' definido no espago #(R™) é continuo significa dizer que para toda a sequéncia @y, de
elementos de #(R™) que convirja, no sentido definido na Segdo 39.1, pdgina 2139, a uma funcdo ¢ € (R"™) vale

lim T(pr) = T(p), ouseja, lim T(pg) =T ( lim 901@)-
k—o0 k— o0 k—o0

O conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos em .(R™), ou seja, de todas as distribuigbes tempe-
radas, é denotado por .#/(R™).

E importante observar que .%’ (R™) é um espago vetorial. Se U e V sdo elementos de '(R") entdo, para todos
a, B € C a aplicagao de .(R™) em C denotada por aU + BV e definida para cada ¢ € . (R™) por

(U +pV)(p) = alU(p) + BV (p)
é igualmente um elemento de ./(R™), ou seja, é um funcional linear continuo no sentido da convergéncia em . (R™).

E. 39.46 Euzercicio. Verifique as afirmacdes acima. o+

No que segue usaremos tanto a notagdo T'(¢) quanto a notacgao (T, ¢). A expressdo (T, ¢) é por vezes dita ser o
“pairing”’, ou emparelhamento, da distribuicao temperada 1" com a funcao .

e A relacao de continéncia entre .'(R") e 2'(R")

Antes de passarmos a exemplos facamos a seguinte observacao.

Proposicao 39.15 ./(R™) C 2'(R"), ou seja, toda distribuicdo temperada é também uma distribuicdo. O

Prova. J4 comentamos acima que se T é um funcional linear de ./(R") ent&o é também um funcional linear de Z(R").
Vamos supor que T seja um elemento de #'(R™) e seja ¢, uma sequéncia de elementos de Z(R™) que converge a
» € Z(R™) no sentido de convergéncia de Z(R"™). Entao, pela Proposi¢ao 39.1, pagina 2145, ¢y, também converge a ¢
no sentido de convergéncia de .(R™). Como T é continua em . (R™), isso significa que leH;O T(pr) = T(p). Mas isso

estd dizendo que T é continua em Z(R"), provando que T' € 2'(R"™). Isso estabeleceu que ./ (R") C 2'(R"). |

310 termo “temperado” teria surgido na referéncia: L. Schwartz, “Analyse Et Synthese Harmoniques Dans Les Espaces De Distributions”,
Canadian Journal of Mathematics, 3, 503-512 (1951). doi:10.4153/CJM-1951-051-5. O vocdbulo “temperado”, no original em Francés
“tempérées”, é usado no sentido de “moderado”, correspondéncia que também existe em Portugués (por exemplo, na expressdao “clima
temperado”). Naquele texto original, o espago de distribuigdes temperadas é descrito como “espace des distributions & croissance lente ou
tempérées”.
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Devido a essa proposicao distribuicoes temperadas sao muitas vezes denominadas simplesmente distribuicoes, especi-
almente quando nao houver necessidade de distinguir as duas nogoes. Tratemos agora de exemplos.

39.3.1 Primeiros Exemplos de Distribuigoes

Vamos comecar com um exemplo bésico de distribuicao.

e Distribuigoes regulares

Nosso primeiro exemplo trata de distribuicoes que nao sao necessariamente temperadas. Para ele precisamos de uma
definigao. Uma fungao h : R™ — C é dita ser uma func¢ao localmente integrdvel se para todo compacto K C R”™ valer

|h(z)] d"x < oo. Naturalmente, fungdes continuas sdo localmente integraveis, mas hd outros exemplos a se ter em
K

mente, como a funcao In|z| e como as fungoes (Inz)4 e (In|z|)_, definidas por

Inx, paraz>0, 0, parax >0,
(Inx)y = (In|z])- = (39.168)

0, para x <0, In|z|, paraz<O0.

Do fato que, para a > 0 tem-se foa Inzdr = a(lna — 1) é elementar constatar (faga-o!) que essas trés fungoes sao
localmente integraveis.

Exemplo 39.1 [Distribuigdes regulares] Se h é uma fungao localmente integravel, a expressao

(Th, @) = Thip) = h(z)p(z) d"z (39.169)
]R"VL
para ¢ € Z2(R") define uma distribuigdo. Distribuigdes desse tipo sdo denominadas distribuicées regulares. Que (39.169) esta
bem definida para todo ¢ € Z2(R™) segue do seguinte argumento. Pelo fato de o suporte de ¢ ser compacto podemos restringir a
integral de (39.169) a esse suporte. Como ¢ ¢ limitado, segue que [, |h(x)||¢(z)|d"z < sup{|p(z)|, = € R"} fsuppnp |h(z)| d"z,
que € finito por hipétese.

Com isso, (39.169) define um funcional linear em Z(R™). Provemos que esse funcional linear é continuo. Para tal seja
vr € Z(R™) uma sequéncia de fungdes que converge a ¢ € 2(R") no sentido de Z(R"). Entéo, existe um compacto K C R" tal
que supp (¢ — pr) C K para todo k grande o suficiente e sup{|p(z) — pr(x)|, x € R*} — 0 para k — oo. Portanto, para todo k
grande o suficiente, vale

[Tr(e —wr)| < /

R"

Ih(@)lle(x) — wr(x)] d"z = /KIh(:v)llso(ﬂv)*smc(x)ld"JU

< sup {lpta) ~ pu(o), s € B} [ (o) d'

Como a integral do lado direito é finita, concluimos que |Tn(¢ — pr)| — 0 para k — oo e isso estabelece que T}, é continua em
2P(R™) e, portanto, que é um elemento de 2'(R™).

Como mostra o exemplo de (39.167), nem toda distribuigdo desse tipo é temperada. ¢

O conjunto de todas as distribui¢oes regulares em R™ serd denotado por Zreg(R™):

Zies(R") == {Tp € Z'(R™), com h localmente integravel } .

reg

Defina-se também

/

reg, k(R™) = {Th € Z'(R"), com h localmente integravel e k-vezes diferencidvel }

reg, oo

74 (R™) := {Th € Z'(R"), com h localmente integravel e infinitamente diferencidvel} = ﬂ Dreg, k(R") .
k=1
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e Distribuigoes temperadas regulares

A nogao de distribuigao regular pode ser adaptada ao espago de Schwartz.

Exemplo 39.2 [Distribuigdes temperadas regulares] Se g é uma fungdo (mensurdvel) de crescimento polinomialmente
limitado, satisfazendo (39.17) para algum C > 0 e algum m € Ny, a expressdo

T ) = T0) = [ ga)fe) de (39.170)

para f € (R") define uma distribui¢ao temperada (e, portanto, uma distribui¢do). Distribuigdes desse tipo sdo denominadas
distribuicoes temperadas regulares e empregamos para as mesmas a mesma notacgao usada na definicdo das distribuigoes regulares

m (39.169), pois em ambos os casos a distribuigdo é definida como uma integral de um produto de uma funcdo de teste com uma
funcao conveniente.

Que (39.170) esta bem definida para todo f € .7(R™) vé-se pelo seguinte argumento. Escrevemos

L, (39.17) m n (39.10) 1 n
[ @ls@liae "< e [ arla @l < il [ i d (39.171)
RN R™ R™ ( + H‘TH)

onde, na segunda desigualdade, usamos (39.10) com 3 = 0. Escolhendo g grande o suficiente (a saber, ¢ > n + m + 1), a integral
do lado direito de (39.171) é finita, provando que o lado direito de (39.170) é uma integral absolutamente convergente para todo

feZ(RM).

Assim, (39.170) define um funcional linear em .(R™). Provemos agora que é continuo em .(R"). Para tal seja fi € .7 (R")
uma sequéncia de func¢ées que converge a f € .(R™) no sentido de ./(R"™). Teremos

(39.17)
T =l < [ @@ - f@l e L C [ ) @) = o) a7

(39.10)
< Clf = fellg

d"z,
/ +||x||qm v

onde, na segunda desigualdade, usamos (39.10) com 8 = 0. Novamente escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m+1) a
integral do lado direito fica finita e concluimos que existe uma constante Co, independente de k, tal que | T4(f — fx)| < Co|lf—fxllq, 0-
Por hipétese, || f — frllq,0 — 0 para k — oo e isso estabelece que T, é continua em . (R").

Nessa linha, outro exemplo que serd importante no que segue é fornecido pelas fungoes

gn(z) = %e—"W, (39.172)

com n € I (vide (38.12), pdgina 2076). Essas fungdes sdo continuas e limitadas e, portanto, sdo de crescimento
polinomialmente limitado. Entao, para cada n € N,

To ) =Tl = | " gu(@)f (@) da (30.173)

—0o0

define uma distribuicao em .#(R).

e A distribuigcao de Heaviside

Considere-se a chamada funcdo degrau (também denominada funcdio de Heaviside®?):

1, sex>0,
H(z) = (39.174)

0, sex<O0.

(Alguns autores divergem quanto ao valor atribuido a H no ponto z = 0, adotando, por exemplo, H(0) = 1/2 ou
H(0) = 0. Na Teoria de Distribuigoes essa escolha é irrelevante).

32Qliver Heaviside (1850-1925).
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Como H ¢é mensuravel e de crescimento polinomialmente limitado, podemos com ela definir uma distribuicao tempe-
rada regular, denominada distribuicdo de Heaviside e denotada por Ty, dada por

Tu(f) = /jo H(z)f(z)dx = /000 f(z)dz . (39.175)
fesMR).

Denotaremos H*(y) = H(+y), y € R. De maneira andloga podemos definir as distribuicdes regulares T +. Claro
estd que T+ = Ty e que

%) 0
T (f) = / f@yde e Tu-(f) = / f(x) de
feZR).

e A distribuicao sinal

A chamada func¢ao sinal, denotada por “sgn” ou por “sinal”, é definida em R por

1, sex >0,
sgn (z) = 0, sex =0, (39.176)
-1, sex<O0.

Com a mesma podemos definir a distribuicao regular, denominada distribuicdo sinal, por

oo 00 0
Teen (f) = / sgn (z)f(z)dz = /o f(:c)d:cf/7 f@)yde = (T —Tu-)(f). (39.177)

— 00

f e S(R). Essa relagao
ngn = TH+ 7TH*

serd usada adiante, assim como a relagao
sgn(z) = £(2H(z) —1), x#0,

que implica
ngn = :|:2THj:_1/2 .

Teremos diversos encontros com a distribuicao de Heaviside e com a distribuigao sinal no que segue, mas passemos
agora a uma outra distribui¢ao de importancia central na Teoria das Distribuicoes e suas aplicacoes.

e A distribuigao delta de Dirac

A distribuicao delta de Dirac centrada em xo € R"™, ou simplesmente distribuicio de Dirac centrada em xzy € R™,
denotada por d,, é definida como sendo a distribui¢do temperada que a cada f € .#(R™) associa seu valor f(xg) no
ponto xg, ou seja,

(029, ) = ao(f) = f(w0). (39.178)

E ébvio que a 3z, assim definida, é um funcional linear em . (R™). Que é continua é facilmente visto pelo seguinte
argumento. Se fi é uma sequéncia de fungoes de . (R™) que converge a f € #(R"™) no sentido de .(R"), entao, vale,
em particular, que || f — fxllo, 0 = 0 para k — oo. Logo,

(39.10)
1020 (f — f&)| = |f(z0) — fr(zo)l < |f = fxl

mostrando que |3z, (f — fx)| = 0 para k — oo, o que estabelece a continuidade de 0, em .7 (R™).

0,0

Nota para os estudantes mais avancados. Deve-se observar que a distribui¢do delta de Dirac, definida acima, e a medida delta de Dirac,
definida & pédgina 1559 (vide pdgina 1661 para a integracdo em relagdo a essa medida), sdo objetos matematicamente distintos, mas com
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efeitos semelhantes. Compare (32.39), pagina 1661, & definigdo (39.178), acima. Como veremos em breve, é possivel definir derivadas da
distribui¢do delta de Dirac, mas nao da medida delta de Dirac. Em compensagio, a medida delta de Dirac permite integrar uma classe de
fungdes muito maior que o espago de Schwartz .#(R™). Vide comentédrio & pdgina 1661. A restrigdo da integral sobre a medida de Dirac a
uma classe especial de fung¢des infinitamente diferencidveis (como .#(R™)) define a distribuigdo de Dirac. L)

e “Funcoes generalizadas”. Uma notagao integral para distribuigoes

Distribuigoes da forma
Ty(f) =/ 9(@)f(z) d"x (39.179)

para uma fungao g como descrita acima, podem ser interpretadas como representando uma “média” da fungéo f € 2(R™)
ponderada pela fungao g. Nem todas as distribui¢oes sao dessa forma, mas é costume representar diversas delas usando
uma notagao integral. Assim, uma distribuigao T' € #/(R™) calculada em uma funcéo f € . (R™) pode ser também
representada na forma

T(f) = /t(ac)f(x) d"z . (39.180)

Essa notagéo é simbdlica, pois pode néo existir uma fungéo t(z) que a faga verdadeira, nem a integral do lado direito
pode ser entendida nos sentidos usuais de integragao, como na integral de Riemann ou de Lebesgue. Apesar de ser
conceitualmente incorreta (devido as ressalvas acima e ao fato de distribui¢oes nao serem fungoes), essa notagao é 1til e
largamente empregada por permitir expressar certas propriedades de distribui¢ées de modo relativamente simples (por
exemplo, a linearidade e, como veremos na Secao 39.3.4, a diferenciabilidade). Essa notagao é muito popular em textos
de Fisica, mesmo naqueles matematicamente mais precisos, sendo usada para a distribuigdo de Dirac (vide abaixo), ou
para as fungoes de n-pontos da Teoria Quantica de Campos (para tal, vide, e.g., [519], [282] ou [20]).

Nao raro, a “fun¢do” t(x) é usada para denotar a prépria distribuicdo da qual se origina e as duas nogoes frequen-
temente se confundem. A “funcdo” t(x) é denominada fun¢do generalizada, denominagao com que foi introduzida por
Sobolev, como mencionado no inicio deste capitulo. Essas “fungoes generalizadas” assim definidas representam, como o
nome diz, uma espécie de extensdo da nogao de fungéo, pois a forma (39.180) parece representar uma generalizacao das
distribuicées da forma (39.179), definidas com fungdes g legitimas.

Muitas distribuicoes (a delta de Dirac é um exemplo, como veremos) podem ser obtidas como limite de distribuigoes
da forma T}, para certas sequéncias de fungoes h,. A “fungdo generalizada” que representa a distribuicao limite pode,
assim, ser entendida como um limite (em um sentido a ser precisado) da sequéncia de fungoes h,.

Um exemplo onde esse tipo de notagao é frequentemente empregado € a distribuigao de Dirac. E costume denotar

Oz (f) pOT
00 (f) = /n 0(z —xo) f(x) d"x (39.181)
§(x —xo) f(x) d"x = f(xo)
R?L

para toda f € .(R™). A “funcdo generalizada” §(x — x() representa a distribui¢do de Dirac centrada em xy. Como
é facil de se ver, se §(x — xp) fosse uma verdadeira funcdo teria que ser nula em toda parte, exceto em = = xy (pois
020 (f) deve ser nula para toda fungdo de #(R™) cujo suporte ndo contém zp). Com isso, porém, a integral lado direito
de (39.181) seria identicamente nula e nado igual a f(xp), como desejado. Assim, o lado direito de (39.181) tem um
significado apenas simbdlico.

Essa simbologia permite, porém, discutir a nogao intuitiva que reside por trds da distribuicao delta de Dirac (e da
medida delta de Dirac). Essa intuigdo é a de que a mesma representa a densidade de uma grandeza concentrada em um
dnico ponto. Assim, se temos, por exemplo, um ponto material de massa m localizado na posicio zo € R® podemos dizer
que a densidade de massa desse ponto é dada por

p(z) = mé(z —z), =, mo€R>. (39.182)

De fato, desejamos nesse caso que p(x) =0sex # xp (pois o ponto material estd concentrado apenas no ponto xo) e
que / p(x)d®>x = m (pois a massa total é m). Assim, se interpretada como uma funcio, §(z — xo) deveria satisfazer a
]RS

hipotese de ser nula para todo = # xg e divergir em x = x, pois nesse ponto teriamos de ter uma densidade infinita.
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Essa interpretacao é legitima e permite justificar intuitivamente muitas das manipulagoes efetuadas com a distribuicao
de Dirac.

Um outro subproduto dessa interpretagao da “funcao generalizada” §(x—1xp) como uma densidade infinita concentrada
no ponto xg é que a mesma pode ser obtida como limite (em um sentido a ser definido) de uma sequéncias de fungoes que
representem densidades que vao concentrando-se sucessivamente no ponto zg. Essa ideia é capturada pelas chamadas
sequéncias delta de Dirac as quais dedicamos a Secao 38.2.

e Translacoes em Z'(R")

Podemos definir o operador de translacao por y € R"™, agindo no conjunto das fungoes definidas em R"™ com valores
em C, como sendo o operador linear que a cada funcao h : R™ — C associa a funcdo Tyh : R™ — C definida por

(Tyh) (z) == h(z—vy) . (39.183)
A aplicagao R™ > y — T, implementa a acdo do grupo de translagoes no conjunto das funcoes definidas em R™ com
valores em C.

Se T é uma distribuicdo em Z(R") (ou em .#(R"™)), é facil provar que, para cada y € R", a composi¢ao T o T,
definida por

ToT,(f) = T(T,f), (39.184)
é também uma distribuicao em Z(R") (ou em .#(R™)). Denotaremos também 7" o T,, por T* T', ou seja, definimos
TT = ToT, (39.185)
e, portanto,
(TT)(f) = T(T-y(f)) (39.186)

para toda f € Z(R"™) (ou em . (R™)) e todo y € R™. Na notagdo de emparelhamento,
(T2T, f) == (ToT_y, f) = (T, T_of) (39.187)

e na notacao integral

T,L(f) == ToT_y(f) = / t(z)f(x +y)diz = /nt(xfy)f(m) d'z .

n

Assim, se t(z) é a “funcdo generalizada” que representa a distribuigdo T' entdo t(z — y) é a “funcdo generalizada” que
representa a distribuigao T;T".

A definicao de T, T, acima, é talhada de forma que valha, na notagao de emparelhamento, a seguinte propriedade de
invariancia por translacoes:
(T, T,f) = (T, f) (39.188)

De fato, (75T, T, 1) 27 (1, 7, (7,0)) = (1, f).

A propriedade (39.188) indica ser adequada a interpretacao de J,, como sendo a agao do grupo de translagoes no
espaco de distribuicoes.

Pelas defini¢oes e propriedades acima, é facil ver (verifique!) que, para distribuigoes regulares, tenha-se
TyTg = T(a,9) (39.189)
e que para a distribuicao de Dirac vale

Tido = 6y . (39.190)

e Sequéncias Delta de Dirac

As distribuigbes Ty, , com g, dada em (39.172), permitem mostrar outra caracterizacdo de dp. Mostraremos mais
abaixo que para toda f de . vale

lm T, (f) = lm [ gu(0)f(2)dze = f(0) = &o(f) (39.191)

n—o00 n—oo J_
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e, analogamente,
oo

lim gn(rf - l‘o)f(iﬂ) dr = f(xO) = 5$0(f) )

n—oo [ o

onde g, encontra-se definida em (39.172). Para entender o que esse resultado significa, note que:

1. Para todo x diferente de zero vale

ILm gn(xz) = 0. (39.192)
2. Para todo n > 0 vale -
/ gn(x)dz = 1. (39.193)

Esse ltimo resultado é facilmente provado usando a integral de Laplace: ffooo e dy = L

Isso mostra que a medida em que n cresce, a fungao g, tende a se comportar muito analogamente a uma densidade
concentrada em um tnico ponto, o ponto z = 0. Assim, a distribuicao delta de Dirac centrada em zero pode ser, em um
certo sentido, caracterizada como o limite de g, quando n vai para o infinito. Ainda que esse limite, matematicamente
falando, nao exista para a sequéncia de funcgoes g, ele faz sentido para a sequéncia de distribuicdes T, geradas pelas
funcoes g, -

As sequéncia de fungoes g, é um exemplo de uma classe de sequéncias de fungoes denominadas sequéncias delta de
Dirac, a qual é detalhadamente estudada na Secao 38.2, pagina 2075, cuja leitura recomendamos ao leitor nesse momento.
Vide, por exemplo, a Definicao 38.1, pagina 2075.

De fundamental importancia é o Teorema 38.1, pagina 2078, sobre a aproximagao de fungdes uniformemente continuas
e limitadas (como as fungoes de Schwartz) por sequéncias de fun¢oes produzidas por convolugdo com sequéncias delta de
Dirac.

Um corolério imediato daquele teorema, e de interesse para a Teoria das Distribuigoes é:

Corolario 39.2 Se K, é uma sequéncia delta de Dirac em R (vide Defini¢ao 38.1, pdgina 2075) de fungées polinomi-
almente limitadas, Tk, define uma distribuicao em #(R) (pelo Exemplo 39.2) e para todo f € ./ (R) vale

lim Tie, () = £O) = 6lf).

o que permite escrever em ' (R)

(39.189) ..
= Jdm T, k)

para todo g € R. O

0o = lim Tg 0oT_, = lim TF Tk
o n—00 " o n—oo *O "

Assim, a distribuicao de Dirac §,, em R pode ser entendida como o limite das distribuigoes T( . Uma afirmacao

T Kn)
analoga é valida em R".

39.3.2 Outros Exemplos de Distribuicoes

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos especiais de distribuigoes, exemplos esses distintos dos apresentados acima.
Classes ainda maiores de exemplos surgirao quando tratarmos da nogao de derivada de distribui¢oes na Segao 39.3.4,
péagina 2208.

39.3.2.1 A Distribuicao Valor Principal

e O valor principal de Cauchy de uma integral

No espago R", denotamos por B(y, r) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R™ By, r) = {x €

R"| ||z — yl| < 7}, onde ||z — yl| = \/(x1 —y1)? + -+ (zn — yn)? ¢ a distancia Euclidiana usual em R". Denotamos
por B(y, r)¢ conjunto (fechado) complementar a B(y, r), ou seja, R™ \ B(y, r).
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Seja uma funcdo f singular em um ponto y e integravel nos conjuntos B(y, r)¢ para todo r > 0. Se o limite
lim f(z) d"z
"0 B(y, v
existir seu valor € dito ser o valor principal de Cauchy da integral f]R,L f(z) d"z, e é denotado por VP f]R,L f(z) d™z. Assim
VP f(z)d"x = lim fz)d"z
R™ "0 By, r)e

se o limite existir. Dizer que a integral de f existe no sentido de valor principal (de Cauchy) é dizer que o limite acima
existe.

Na discussao acima assumimos que f tenha apenas um ponto singular, mas nao ha qualquer dificuldade em estender
essa nogao para fungoes com um numero finito de singularidades, subtraindo-se da regiao de integracao R™ bolas de raio
r centradas nesses pontos e tomando-se o limite r — 0, caso o mesmo exista.

Diversas integrais importantes podem ser definidas no sentido de valor principal. Na Eletrostatica, por exemplo, o
potencial elétrico de uma distribuicao de cargas p (suposta continua e de suporte compacto) é dada por

&(F) = 1 /n P(g/) d3gj’

4reg =1

e a integral do lado direito deve ser entendida no sentido de valor principal, devido a singularidade no integrando em
i = Z. Vide a discussao do Apéndice 39.D.1, pagina 2256, e o tratamento da solucao da equacao de Poisson na Secao
46.1, pagina 2708. A equagao de Poisson é também tratada com uso de transformadas de Fourier a pdgina 2239.

No nosso contexto, a nogao de valor principal é importante por permitir definir uma distribuicao.

e A distribuigao valor principal de Cauchy

Tr—xo

<VP10, ¢> = <VP <x_1$0> ¢> - VP/}Rx_lxocp(x) da (39.194)

para toda ¢ € Z(R). Por razdes priticas, usaremos indistintamente a notagdo VP, ou a notacdo em termos de funcao

1
r—xo

Para xo € R, fixo, define-se em Z(R) a distribui¢ao VP,, = VP ( L ), denominada distribuicao valor principal de

Cauchy centrada em xg, por

generalizada VP ( para essa distribuigao.

Para mostrar que (39.194) define, de fato, uma distribuigao, provemos primeiramente que o limite que define o valor
principal acima existe de fato. Tomaremos xg = 0, sem perda de generalidade. Seja A > 0 grande o suficiente para que
[-A, A] contenha o suporte de ¢. Temos, para 0 < r < A,

1 1 4
. );@(x) dr = ) 5@(30) dr + 5@(30) dx

[ [t d+<p(0)</AId+/rId>-(39-195)

=0

A o T o
Seja F(r) := / (@) = ¢(0) dz. Temos que para r > 1’ > 0 vale F(r) — F(r') = / M dx. Agora,

| as

e, portanto, |F(r) — F(r')| < |lello,1lr — 7| < 2r|/¢|lo,1. Isso mostra que r + F(r) é uma rede de Cauchy e, portanto,

—r — (0
converge quando r — 0. Para a integral / M
—A T

p(x) — @(0)] =

< /x|</>'(8)| ds < < sup {I%'(S)I}) lz| < llello,1 |2l (39.196)
0 ]

s€[0, =

dr a analise é a mesma. Isso estabelece a existéncia do valor

principal acima.
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Que (39.194) define um funcional linear em Z(R) ¢é evidente. Que (39.194) ¢é continua em Z(R) ¢é provado pelo
seguinte argumento. Seja ¢, uma sequéncia em Z(R) que converge a 0 paran — oo e seja A > 0 tal que [— A, A] contém
o suporte de todas as fungoes ¢, (tal existe pela definicdo de convergéncia em Z(R)). Entao,

(v (3) on) = VP [ Tonteyas Oy | [l g | " ¢ol@) = n(0) d:c] (39.197)

_A X x
/A ¢n () — ¢n(0) da

Agora, por (39.196), < |lenllo,1(A — r) e analogamente para a outra integral. Portanto,

1
fr(2) )] < vt

o que prova a continuidade de VPy = VP (%), ja que |l¢nllo,1 — 0 para n — oco.

T

As distribuigoes VP,,, o € R, podem ser estendidas sem dificuldade a .(R), sendo, portanto, distribuigdes tem-
peradas. As distribui¢oes VP, surgirdo adiante, por exemplo, quando calcularmos derivadas de certas distribuigdes ou
quando tratarmos de certos exemplos de equacgoes diferenciais distribucionais e do método da funcao de Green.

e Uma relacao 1til para a distribuicao VP,

Se ¢ € #(R) podemos escrever, para todo r > 0

To—T oo —r oo
/ plz) . _ / p(x) d:H/ plz) o _ / p(y + o) dy+/ oy +20) 4
|z—zo|>r L — Z0 -0 L =0 zo+r L — L0 —00 Y r Y

_ /°° ploo+y) — el —y)
. Y

Ow

m existe e podemos escrever

Como ¢ ¢ diferencidvel, o limite lim,_,
o0 _ _
(VP.o, o) = lim ey + o) — p(—y + o) dy

(39.198)
r—0+ /. Yy

para todo ¢ € .Z(R).

39.3.2.2 Distribuicoes do Tipo Parte Finita de Hadamard

Vamos agora definir uma distribuigao que estende a distribuigao valor principal permitindo incluir certas fungoes ainda
mais fortemente divergentes. A definicdo dessa distribuicao guarda diversas semelhancas com os procedimentos de
regularizagao e renormalizagao conhecidos da formulagao perturbativa de Teorias Quanticas de Campos. E de se notar,
porém, que sua invencao por Hadamard em 1932 (referéncias adiante) provavelmente antecede aqueles desenvolvimentos.

Na Proposicao 39.17, adiante, expressamos essas distribuicoes parte finita de Hadamard em termos de uma integral
regularizada, o que também estd no espirito de certas formulagoes da Teoria da Renormalizacao em Teorias Quénticas
de Campos, como a de Epstein®3-Glaser3* [156].

e A nocgao de parte finita de integrais divergentes

Seja, como acima, B(r, y) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R"™ e seja B(r, y)° seu conjunto complementar.
Suponha que f : R" — C seja integravel em B(r, y)¢ para cada r > 0 e suponhamos que para todo r > 0 possamos
escrever

/ f(z) d"z = F(r) + D(r)
B(r, y)©

33Henri Epstein (-).
34Vladimir Jurko Glaser (1924-1984).
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onde hr% F(r) existe e é finito, enquanto que D é divergente para r — 0. Gostariamos de definir o limite limO F(r) como o
r— r—

resultado da integral f]R,L f(z) d™z, descartando a fun¢ao D como sua parte divergente. Uma dificuldade evidente é a de
caracterizar univocamente qual a funcao D e qual a fun¢ao F' na decomposicao acima. Em certos casos, se restringirmos
as fungoes D a classes especificas de fungoes divergentes, a separagao entre a parte finita e a parte divergente do limite
lim f(z) pode ser feita de modo unico.
"0 B(r, y)e

No que segue, apresentaremos uma classe de fungoes com tal propriedade e em seguida mostraremos que com a
correspondente definicao de parte finita é possivel definir uma distribuigao.

e Uma classe de fungoes divergentes

Para apresentarmos a no¢ao de parte finita de uma integral divergente precisamos da proposicao a seguir. Afirmacéao
que a mesma faz pode parecer ébvia, mas a demonstracao ¢ um tanto envolvente e é apresentada em detalhe no Apéndice
39.B, pagina 2250.

Proposicao 39.16 Seja R% := {(z, y) € R?, >0, y > 0 mas (z, y) # (0, 0)}. Seja (ax, bx), k=1, ..., n, uma
colecao finita de n pares distintos de niumeros complexos com (Re (ar), Re (bk)) € Rﬁ_ para todo k. Suponha que existam
. o (Inz)b (Inz)b» . . .
constantes c1, ..., ¢, € C tais que o limite lim (c¢;——— + -+ + ¢,——— | exista e seja finito:
z—04 fiacat xon
. (Inx)b (Inz)b»\

a:lig)l+ (Cl e + -4 CnT = a€ceC. (39199)

Entao, c1=---=c,=0ea=0. O

A\ b
A colegao de todas as fungoes definidas em (0, co) que sejam combinagoes lineares finitas de fungées da forma (12:_2)
com (Re (a), Re (b)) € ]R?|r seré denotado aqui por Sy. E claro pela definigdo que Sy é um espago vetorial complexo (e

mesmo uma algebra complexa com respeito ao produto usual de fungoes).

O seguinte corolario imediato é essencial para o que segue.
Corolario 39.3 Se uma fungao f: (0, a) — C puder ser escrita na forma f = s+ h com s € 8y e h tal que lirg h(x)
z—04
existe e € finito, entdo essa decomposicao € unica, ou seja, se também valer f = r+g comr € 8 e g tal que lirg g(z) =0
x—04

existe e € finito, entdo s=1 e g = h. O

Prova. Pela hipétese, se s+h =r+gcoms, r € Sy e lim h(z)e lim g(z) existem e sdo finitos, entao lim (h(z)—g(z))
CE%O+ I*}0+ CE%O+

existe e ¢ finito. Logo, lirg (s(m) — r(:c)) = 0 existe e é finito. Pela Proposigao 39.16, isso implica que s = r. |
z—04

O ponto importante para nossa discussao que nos é ensinado pelo coroldrio acima é a observagao que se f : (0, a) — C
for uma fungéo que diverge em zero de uma forma especifica, a saber, segundo uma funcdo de 8y (a fungéo s, acima),
entdo é possivel identificar univocamente a parte ndo divergente de f (a fungdo h, acima). Essa observagio é o germe
de uma importante definicio introduzida por Hadamard® em 1932 em um estudo sobre equacdes diferenciais parciais
hiperbélicas®®: a definicio de parte finita de uma integral divergente. Muitos consideram esse trabalho de Hadamard
como precursor da Teoria de Renormalizacao, de importancia central na formulagao perturbativa de Teorias Quénticas
de Campos. Historicamente, porém, nao é claro se os primeiros desenvolvedores dessa teoria tivessem conhecimento

daquele trabalho de Hadamard.

Comentamos, por fim, que certamente é possivel caracterizar a unicidade em uma classe maior de fungoes divergentes
que aquela do conjunto Sy, mas esse é o conjunto que demonstrou ser de maior interesse em aplicagoes a Teoria de
Distribuigoes e a Teoria das Equacoes Diferenciais.

35 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963).
36J. Hadamard, “Le Probléme de Cauchy et les Equation aux Dérivées Partielles”. Hermann et Cie, Paris, 1932.
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e A parte finita de Hadamard de integrais divergentes

Seja, como acima, B(r, y) a bola aberta de raio r > 0 centrada em y € R™ e seja B(r, y)° seu conjunto complementar.
Suponha que f : R™ — C seja integravel em B(r, y)¢ para cada r > 0. Dizemos que f]R,L f(z) d™z possui uma parte
finita no sentido de Hadamard se para todo r > 0 pudermos escrever

[ r@da=re) ), (39.200)
B(r, y)e

onde lirr%) F(r) existe e é finito, enquanto que D € Sg. Pelo Coroldrio 39.3 essa decomposi¢ao é tnica. A parte finita
T—

1irnO F(r) é denominada parte finita de Hadamard da integral f]R" f(z) d"x e estd, consequentemente, bem definida. A

r—

parte finita de Hadamard de [y, f(x) d"z é denotada por PF flx) d"z.
R‘n

Com uso da nogao de parte finita de Hadamard varias distribui¢oes novas podem ser definidas, como mostraremos
no que segue.

e As distribuicoes parte finita de Hadamard em R

Para m € INg e 9 € R, definimos a distribuigao PF,, ., por

o 1

(Pepms ) = PF [

—00

m%(x) dx

v € Z(R). Essas distribuigbes sdo denominadas distribui¢des parte finita de Hadamard e para elas adotaremos também

a notacao de funcao generalizada PF,, ,, = PF (é)

(z—z0)™
Claro estd que PF4, ,, é obtida de PFy ., por uma translacao por zg.

Que realmente se trata de uma distribuicao pode ser constatado pela seguinte argumentacao. Primeiramente, observe-
[ee] oo

1 1
;(p(x)dx = VP/ ;(p(x)dx e, portanto, PF (2) = VP (1), ou seja, PFg 1 =

—00

se que de acordo com as defini¢oes PF /
— 0o

VPy. Analogamente, vale
PFzy.1 = VPg,

para todo xg € R.
1 <1
Para m € IN, m > 1, consideremos a expressao / —mgo(x)dx + / —map(ac)dac, com r > 0. Vemos por integragao
oo T r T
por partes que a mesma vale

1 SD(T) m—1 50(*7") 1 /_7‘ 1 / /OO 1 /
m—1 (rm—l ( 1) rm—1 + m—1 o xm—1 ® (Z) dx + - Im—lcp (l‘) dzx ?

e isso claramente mostra que

<1 1 <1
Ph [ e s = —pF [ e,

— 00 —

() - () )

Generalizando para um ponto xy qualquer, provamos que para m € IN, m > 1,

ou seja

<PF$0,ma 90> = —<Pon,m717 50/>~ (39201)

Dai, segue que, para todo m € IN,

1

<Pon,ma 90> = m<vpx07 80(m71)> 5 (39202)



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 9 de maio de 2025, Capitulo 39 2201/3018

o que claramente mostra que PF,, ,,, m € IN, é de fato uma distribuicao, pois VP, o é, como estabelecemos anterior-
mente. As distribui¢oes PF,, ., podem ser estendidas sem dificuldade a . (R), sendo, portanto, distribui¢ées temperadas.
Daremos uma nova interpretagio a identidade (39.202) ao falarmos da nogao de derivada de distribui¢ées na Segao 39.3.4,
pagina 2208. Vide, por exemplo, a relagdo (39.238), pdgina 2213.

e Uma férmula mais explicita para as distribuicoes PF,, .,

Combinada a relagao (39.198), pagina 2198, que informa que

o0

_ — p(y) = p(=y)
(PFo,1, ¢) = (VPo,1, ) = 7‘1_1>151+ : ; dy , (39.203)

a identidade (39.201) permite obter expressdes mais explicitas para as distribuigoes parte finita de Hadamard. Para
exemplificar, tomemos o =0 e m = 2 em (39.202). Temos

oo  / (=
(39.108) . / Py — ()
T

<PF0’2’ <p> - <VP0’ 50,> r—0+ Y

Y.

Escrevamos agora, usando integracao por partes com r > 0,

[ = [T e ) a
_ 5(90(?/) +e(-)) OO " /:O W v

(PFo.2, ¢) = lim = ely) +e(—y) — 2¢(0)

Jm f " dy , (39.204)

expressao essa que generaliza (39.198), pdgina 2198. A principal virtude de (39.204) é dispensar o procedimento de
eliminacao dos termos divergentes com o qual definimos as distribuigoes parte finita de Hadamard.

Vamos agora apresentar a expressao geral para <PF0,m7 <p>, m € IN, que expressa as distribuicoes parte finita de
Hadamard em termos de uma integral regularizada, contornando, portanto, o procedimento de eliminagao dos termos
divergentes com o qual iniciamos a definigao dessas distribuicoes.

Proposicao 39.17 Para cada m € W e ¢ € S (R) vale a seguinte férmula elegante para a distribui¢do parte finita de
Hadamard: -
pm-1(y) + (=1)"m-1(-y)

<PF0,m7 <,D> = TIE& : o dy , (39.205)
onde, para q € Ng, tem-se
o) (0)
eay) = W) ~Tlely) . com Tfelly) = > ="
p=0 )

Claramente, Ty[¢](y) € polinémio de Taylor centrado em 0 e de ordem g da fungdo . O
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Comentdrio. Como ficard claro na demonstragio que segue, o integrando em (39.205) tem um limite finito para y — 0, de modo que o limite
r — 04 ¢ dispensdvel naquela expressdo. No mesmo espirito podemos, com a mudanca de varidveis y — —y, reescrever (39.205) como

A
. Pm—1Y
(PFo,m, ®) = Jim L, ’”?T() dy . (39.206)

)

Prova da Proposicdo 39.17. A demonstragao é feita por indugao e, para tal, convidamos o leitor a verificar primeiramente
que (39.205) coincide com (39.203) e (39.204) nos casos m = 1 e m = 2, respectivamente. Segundo (39.201), é suficiente
verificar que o lado direito de (39.205) satisfaz para todo m € IN a relacdo de recorréncia

1

— <PF0, m—1, 90/> .

<PFO7 ms 90> =

Admitindo a validade de (39.205) para m — 1 (para algum m > 2), computemos

1 N 1 * Ora(y) + (=)™, _a(—y)
m — 1<PFO,m—1a ¥ > - r1i>%l+ m—1 /r ym—l dy : (39207)
Temos que
d d
Cma(y) = ¢'(y) — Tm-2[¢(y) = — (cp(y) — Trn-1[e] (y)) = - (‘mel(y)) ,
dy dy
onde, acima, usamos a identidade
d
ay alAlw) = To-1l¢')(y)
valida para todo ¢ € IN. Verifique! Analogamente, temos também
fo2(8) =~ (o) ~ Tucalpl(0) =~ (s (-0))
Pm—27Y) = dy Py m—1[¥ Yy - dy Pm—-1{—Y .
O sinal “—” do lado direito serd relevante para o que segue. Com isso, a integral do lado direito de (39.207) fica, com

uso de integragao por partes,

/Oo #diy (‘pmJ(y) + (*1)m90m71(7y)) dy = em-1) + 1) om—1(~v)

+(m1)/r°° @ml(y)+(y;)m¢ml(y) dy . (39.208)

Vamos agora nos concentrar nos termos de fronteira do lado direito. Temos que

P () + (D)™ oma(zy) o) + (CD™0(y) | Tmalpl () + (D)™ T[] (—y)
ym—l ym—l ym—l !

Como ¢ € .Z(R), temos que % — 0 para y — oco. Por outro lado,

! 1 =W
F(Tm—l[@]@) + (1) Tm-a1lel(-y)) = o p; 4 .

(O) (1 + (_1)m+;v)yiv .

O termo com p = m — 1 na soma acima é nulo, pois 1 + (—1)"*™~1 = 0. Assim, o termo de maior grau na soma em
p é proporcional a y™ 2. Como o denominador é y™~!, concluimos que o limite y — oo da tltima expressdo é nulo.
Obtemos, portanto,

‘Pm—l(y) + (_1)m90m—1(_y) -
ymfl

__em1(n) + (D" pmoa (=) (39.209)

T.mfl




JCABarata. Notas de Aula. Versio de 9 de maio de 2025, Capitulo 39 2203/3018

e desejamos agora saber o que acontece com o lado direito dessa expressdao quando r — 0. Pelo Teorema de Taylor37,
podemos escrever

(m) (0
fmar) = o)~ Tua ) = £ Oy oy
¢ (m)
m 0 m m
fua (=) = o) = Toalel(-r) = £y oy
Assim, o lado direito de (39.209) resulta em
—1)m™ — (m) m+1
pucal0) U gma(or) _ 0, 06T
rm- m! rm—1

parar — O4.

Retornando a (39.208), estabelecemos que

1

. 1 © 1 d .
m<|>Fo,nH, @) = rlir&m—1/T T dy (som 2(y) + (—1) ¢m72(7y)) dy

ot [ 1)+ CD)Moma ()

T%O+ r ym

dy .

Pela hipétese indutiva, o lado direito é (PFg 1, ¢), completando a demonstragao.
Fagamos ainda notar que a expressao

/O@ Toalel(y) + (V)" T [0l (=y)
- ym

Y

estd bem definida pois, o integrando é igual a

(p)

m—
Z + (1))
Como ja apontamos, o termo com p = m — 1 na soma acima é nulo, pois 1 + (—1)"+tm~1 = 0. Assim, o termo de maior

grau na soma em p é proporcional a ™ 2. Como o denominador é ™, concluimos que o integrando comporta-se como
y~2 para y — oo sendo, portanto, integravel nesse limite. |

1
ym

o As distribuiges PF (@) o PF (H(;x))

Outra distribuicao relevante é a distribuicao PF (@), definida por

<PF(@),@> PF/ Hz)ole) dx_PF/OOO“"f)dx.

Acima, H é a funcdo de Heaviside definida em (39.174). Observe-se que, para r > 0,

/T N (%ln(x)) o) dz = —In(r)p(r) - / ) ' (x) da |

—~
8
5
e
QU
S
I

0 que prova que

PF/OOO 2@) g —/OOO In(z) ¢/ () da P2 _/00 (Inz)y ¢'(z)dz

x —o00

<pF (@) , <p> = —((ma)y, ¢), (39.210)

37Vide Teorema 38.6, pagina 2089, ou qualquer bom livro de Célculo.

e, portanto,
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estabelecendo que PF (M) é, de fato, uma distribuigao.

xT

De maneira andloga, definimos a distribuicao PF (@) por

(pr(HE2). Y < e [* ECDel) gy e [ 2l

Escrevendo novamente, para r > 0,

[ 8w = [ (k) pte) e = o) [ malel o)

o0 oo — 00

0 que prova que

0 0 [e’s)
e [ A -~ [ @ e 2 [ ulal)- ) ds

X

—0o0 — 00 — 00

<PF (@) s0> = —((nfz))-, ¢'), (39.211)

estabelecendo que PF (@) é, de fato, uma distribuicao.

e, portanto,

As distribuigoes PF (H:(f)) e PF (@) podem ser estendidas sem dificuldade a . (R), sendo, portanto, distribui¢oes

temperadas.
* k% %

Mais propriedades de distribuigoes tipo parte finita serao estudadas adiante quanto tratarmos de derivadas de distri-
buicoes.

39.3.3 Algumas Relacoes Uteis Envolvendo Distribuicoes

No que segue, apresentaremos trés relagoes envolvendo distribuicbes as quais sao tteis, particularmente na Fisica
Quantica.

e A féormula de Breit-Wigner

Seja, para € > 0 e xg € R, a fungao definida por

1 € ) 1 1
lag, () = ————57—=5 = 5= — — — |, 39.212
0.e(®) 7 (x — 10)2 + €2 27 ((x:co) +ie  (z—z0) ze) ( )

com z € R. Como ly, . é positiva e vale [l (z)dz = 1 (verifique!), a fun¢do f,, . define uma distribuicao
de probabilidades, conhecida como distribuicdo de Cauchy®® (ou como distribuicdo de Lorentz*®, como distribui¢do de
Cauchy-Lorentz ou ainda como distribuicdo de Breit**-Wigner*l) centrada em zy. Ela é empregada, por exemplo, na
Teoria do Espalhamento (ressonancias) na Mecanica Quantica e na Fisica das Particulas.

Como ¢, . ¢ continua e limitada, ela também define uma distribuicao regular: T,
' (R) vale

Desejamos provar que em

xg, €’

lig(l)Tg = 0z » (39.213)

x(, €

ou, em termos da notacao com fungoes generalizadas,

1
lim ——————— = §(z —x0) . (39.214)

38 Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
39Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).
40Gregory Breit (1899-1981).

“Eugene Paul Wigner (1902-1995).
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A identidade (39.213), especialmente na forma (39.214), é conhecida como férmula de Breit- Wigner.

A demonstragéo é muito simples. Observemos que ¢y, () > 0 para todo x, que ffooo lyo, e(z)dx = 1 para todo € > 0
e todo zg € R e observemos que para todo § > 0 vale

<1 € 200 ] € -1 4] ™
——————— dr = ————————dr = — |arctan | - | — 5 | ,
vots T (T —1w0)? + € oo T(x—x0)%2+€ T € 2

implicando que para todo § > 0 vale
x0—0 oo
lim / Uy, () dac—i—/ lyo,e(z)dz| = 0.
e—0 P To46

Pela Defini¢ao 38.1, pdgina 2075, concluimos que £, . (para e — 0) é uma sequéncia delta de Dirac centrada em zg
e, pelo Teorema 38.1, pagina 2078, concluimos pela validade de (39.213) e (39.214) em fungdes do espago de Schwartz
Z(R).

e A féormula de Plemelj-Sokhotsky-Weierstrass

Para e € R, € > 0, vale

1 1 1 (x—uxzp) 1 €
- = = 71— .
7 (x — xg) + i€ T (x—w0)2+€2 7 (r—x0)?+ €
Verifique! Logo, se definirmos j,, () := %7(17110&“ € Kgo,e(T) = %7(95(—1;0;0162’ r € R, teremos jzy, ¢ = Kug, e F g, ¢

com /g, . definido em (39.212) e, assim,
Tjwo,e = Tﬂzo,e :F Z'Tewo,e .

Com a férmula de Breit-Wigner (39.213) ja sabemos que lim¢_,o Ty
Para ¢ € Z(R) temos

2.« = Oz Vamos agora estudar o limite limeo Ty, .-

1 [ 1 > (z—x) 1 (> y
Tr@) = 2 [ e = - [ @i = < [ ety a)dy
1y (o(y+xo) — p(—y + o)
S dy . (39.215
7r/o Y2+ € ( y v )

P(Y+z0)—p(—y+zo)
Yy

ser diferencidvel em zy. Além disso, vale que yQy—jEz < 1 para todo y € R. Logo, o integrando do lado direito de (39.215)

e(yt+zo)—p(=y+zo)
0 y

A fungao de y dada por é integravel, pois ¢ € . (R) e pois lim,,_, é finito, por ¢

e(ytzo)—p(=y+ao) |
Yy
Teorema 32.6, pagina 1668, que nos permite escrever que

é majorado pela fungao integravel } Aplica-se, portanto, o Teorema da Convergéncia Dominada,

1 [ 42 o
lim T, () = lim— y (sﬁ(y+:co) o( y+:co)> "

e—0 ’ =07 Jo y2+62 Y
1 o0 2 — —
_ _/ lim Py +20) —p(y+20))
T Jo |eo0y?+ €2 y

_ 1/ (@(y+xo)—<p(—y+xo)) gy 9299 1<VP( 1 ) (p> ,
™ Jo Y ™ T — Xo

1 1
limT,, . = —VP( ) .
e—0 0e ™ T — Xg

ou seja,
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Com isso, provamos que

. 1 ,
ll_}r%Tij,E = ;VPzo Fidg, - (39.216)
Na notacao de fungoes generalizadas isso fica
1 1 1 1
lim ——— = =VP 10(x — . 39.217
e%ﬂ'(I—.ﬁo)iiG T (m—xo) Fid(z — o) ( )

As relagoes (39.216) e (39.217) sdo denominadas férmula de Plemelj*?-Sokhotsky*3- Weierstrass** (ou outros arranjos
de um, dois ou trés desses nomes).

As distribuigoes definidas pelo limite do lado esquerdo de (39.217) sdo frequentemente denotadas como %m:

! ! im ! (39.218)
- = lm—— .
7 (x — ) £ 00 =0 (x — x0) £ i€’
a igualdade sendo entendida no sentido de distribuices. Assim,
1 1 1 1
————— = —VP i6(x — . 39.219
7 (x — xo) £140 T (l‘:L'()) F i8(@ — o) ( )

A distribuigao %ﬁ pode também ser descrita de outra forma. Para € > 0 podemos escrever

e )
/ eip(:i:erie) dp - + .
0 T E e

Assim,

. oo
l 1 — lim ﬂ/ eiip(a;iie) dp
mx £10 e—=0 T Jo ’

onde a distribui¢ao do lado direito é definida sobre ¢ € 2(R) por

. i > +ip(xtie) T /2 > —pe _ /2 >
lim — p(x)e dv | dp = limFiy/— [ e " TFle|(p) dp = Fiy/— [ Flel(p) dp .
e—0 T 0 R e—0 ™ Jo ™ Jo

A férmula de Plemelj-Sokhotsky-Weierstrass (39.219) pode ser escrita, portanto, na forma da identidade distribucional

/oo eip(i(;c—;co)—i-io) dp — +iVP (
0

) + mé(x — xo) . (39.220)

r — X

Essa expressao serd reencontrada na forma das expressoes (39.246) e (39.247), pagina 2217, quando lidarmos com trans-
formadas de Fourier de distribuigoes.

e A distribuicao §(f(z))

A expressao (5( f (Jc))7 que representa a composicao da distribuicao delta de Dirac com uma fungdo (adequada) f,
ocorre amiude no trato com distribui¢oes. No que segue, vamos encontrar uma identidade 1til para a mesma, a saber,
mostraremos que se f for diferencidvel e anular-se em um tnico ponto ¢ do seu dominio e valer f'(xg) # 0, tem-se, em

termos de fungoes generalizadas,
1

f’(on)‘

E importante frisar que no denominador do lado direito ocorre o médulo de f’ (x0), ndo apenas f'(zo).

§(f(x)) = d(z — zo) . (39.221)

Na demonstragao dessa igualdade algumas hipéteses adicionais (invertibilidade, diferenciabilidade) serdo supostas
sobre f. Mencionamos que essas hipéteses adicionais e a hipdtese de que f tenha um tnico zero podem ser enfraquecidas.
Para isso, vide a identidade (39.225) e os comentérios ao final.

Seja f uma funcao definida em R satisfazendo as seguintes condicoes:

42 Josip Plemelj (ou Plemelji) (1873-1967).
43Yulian-Karl Vasilievich Sokhotsky (também grafado como Sochocki ou Sokhatsk) (1842-1927).
44Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (1815-1897).
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—

. f é uma funcao bijetora e, portanto, é inversivel em toda parte, sendo f~! sua funcéo inversa;
2. f e f~! sao continuas e infinitamente diferencidveis em seus dominios de definicao;

3. f anula-se em um (tinico!) ponto x¢ em seu dominio de definigdo. Assim, zo = f~1(0);

4

. f' néo se anula em parte alguma, em particular, f'(xg) # 0.

Devido & tltima hipétese, tem-se f/ > 0 ou f’ < 0, ou seja, ou f é uma funcdo crescente ou decrescente. Com isso,
podemos estabelecer uma convengao. Caso f seja crescente, denotamos A = lim f(z) e B = 1ir4r_1 f(z) e, caso seja
Tr—r—00 r—r+00

f decrescente, denotamos A = lim f(z) e B = lim f(z). Note-se que A pode ser Foo e B pode ser +o0o, caso os
Tr—r00 r—r—00

limites acima nao existam. Em todo caso, como f anula-se em um tunico ponto xg, teremos pela convengao acima que
A <0< B, seja f crescente ou decrescente.

Essa convencao para a definicao de A e de B é til pela seguinte razao. Seja H uma funcao continua e que decaia a
zero suficientemente rdpido em +oo. Temos, pela mudanga de varigveis y = f(x),

B
/A H(y) m dy, para f crescente,

A
/B H(y) m dy , para f decrescente.

Lembrando que sempre vale que A < B, que f’ > 0 quando f é crescente e que f’ < 0 quando f é decrescente, podemos
sempre escrever que

oo B 1

/ H(f(z)) dz = / H(y) m— dy .

= A 71 w)]

Observe-se o médulo no denominador ‘ I ( f *l(y))‘ Sua presenca decorre de termos A < B e de a integragao ser feita

de A a B, independente de a funcao f ser crescente ou decrescente.

Seja agora g,, n € IN, uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0 de fungoes localmente integraveis, por exemplo,
a sequéncia g, () = % e~ ™ * . Afirmamos que as fungoes compostas g, o f sao localmente integraveis. De fato, para

qualquer intervalo finito (a, b), com a < b, teremos
f(®) 1
gn (f(I))‘ dxr = / |gn(y)|

b
/a F(a) F(f1w)

onde fizemos a mudanga de varidveis y = f(x). Pelas hipSteses, é evidente que o lado direito é finito para todo intervalo
finito (a, b), provando que g, o f séo localmente integraveis é localmente integravel.

dy ,

Podemos, portanto, considerar a sequéncia de distribuigoes regulares T, o € 2’(R). Valerd, para ¢ € Z(R),

0o B 1 .
<Tgnof7 s0> = /_Oogn(f(x)) o(z) de = /A gn(y) m@(f (y)) dy ,

novamente pela mudanca de varidvel y = f(z). Como g, é uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0, obtemos da
dltima expressao, tomando-se n — oo,

1 1
lim (Ty,of, ) = p(f710) = (o)
o 1(510)] f'(ao)|
Concluimos disso que
. 1 1
Jm Tg,0p = /76% : (39.222)
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Lembrando que as fungoes g,(x) convergem formalmente a funcdo generalizada 6(z) (que representa a distribuigao
delta de Dirac centrada em 0), podemos expressar (39.222) em termos de fungoes generalizadas, obtendo

1 1
§(f(z) = —————68(z—f71(0)) = ———d(z — ) .
7(7-1) Fao)|
Essa identidade 1
§(f(z)) = ———d(z —z0) , (39.223)
f’(on)‘

onde xg é o ponto onde f se anula, é muito frequentemente encontrada em textos de Fisica e Engenharia. Ela representa
a afirmacgao que

/ T @) (f(@) de = (z)
—o0 f’(xo)‘

E importante frisar que no denominador do lado direito ocorre o médulo de f’ (x0), ndo apenas f'(zg).

Assim, tem-se, por exemplo, para a € R, a # 0, constante, a identidade til
— d(x) , (39.224)

que segue do caso em que f(x) = ax.

As identidades (39.222) e (39.223) podem também ser expressas da seguinte forma:

1 1

‘ Op-1(0) = m

dgof = —m
F(f71(0)

Sag -

O leitor pode facilmente constatar que a hipotese que f seja definida em todo R pode ser enfraquecida. As relagoes
acima permanecem validas se f for definida em um intervalo aberto ou semiaberto de R, desde que nele continue sendo
inversivel e que se mantenham as condigoes de diferenciabilidade sobre f e sua inversa. Com isso em maos, é também

possivel considerar o caso em que f possua um conjunto finito de zeros: {x1, ..., z,}. Nesse caso, tem-se
G |
5(f(z) = > ———d(x—m). (39.225)
k=1 ‘f’(fﬂk)‘

Naturalmente, deve ser mantida a hip6tese que f'(zy) # 0 para cada k.

E. 39.47 FEuzercicio. Estabelega condigBes precisas sobre f que garantam a validade de (39.225), dando sentido a distribuicdo
J(f(x)) quando f possua n zeros em R, a saber, os pontos =1, ..., Tp. o+

Comentamos ainda que as diversas identidades obtidas acima sao a base para a definicao da nogao de distribuigao
delta de Dirac em variedades.

39.3.4 Derivadas de Distribuicgoes

Uma das razoes pelas quais definimos distribuigoes sobre espagos de funcoes infinitamente diferencidveis é que isso torna
possivel definir a nocao de derivada de uma distribuicdo. Exemplos de interesse de derivadas de distribuicoes serao
apresentados na Secao 39.3.4.1, pagina 2211, e na Secao 39.3.4.2, pagina 2212. Comecemos a discussao com o caso
unidimensional.

Um dos aspectos mais atraentes que resultardo dessa empreitada serd a possibilidade de se oferecer um sentido
(distribucional) as derivadas de certas fung¢oes que nao séo diferencidveis no sentido tradicional. Outro aspecto atraente
serd a possibilidade de se estender a nogao de equagoes diferenciais (lineares, ao menos) para distribuigdes.
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e Derivadas de distribuicoes em R

Seja f um elemento de Z(R) (ou de .#(R)). Como é bem sabido, sua derivada em € R é dada por
1 1 1
@) = lim =(fla+a) = f@) = lm = ((T-of) @) = f@)) = lim =((T-0 ~id)f) (@) .

Como T, representa a agao do grupo de translages em Z(R) (ou de .#(R)) e T a correspondente acao do grupo de
translagoes em distribui¢oes (vide acima), é natural definir-se a derivada de uma distribuigdo T' € 2’'(R) por

T' = lim 1(‘Iia —id)T, (39.226)

a—0 @q

caso esse limite exista. A existéncia do limite é facil de ser estabelecida pontualmente. De fato, se f for um elemento de
2(R) (ou de .(R)), temos que

(1) = (1) = j(rew 1) = 1 ()
Agora, i%w = imw = —f'(z), sendo f’ um elemento de Z(R) (ou de .(R)), com a

a
convergéncia se dando também na topologia de 2(R) (ou de .#(R)). Portanto, a continuidade de T implica
T'(f) = im T (M) = —T(f").
a
Vemos com isso que a derivada de T estd bem definida e vale

T'(f) = -T(f"). (39.227)

Assim, distribuicoes sdo sempre diferencidveis e, em verdade, infinitamente diferenciaveis, como nao é dificil de se ver,
repetindo-se a argumentagao.

Antes de generalizarmos esses fatos, tratemos de mais uma motivagao para a relagao (39.227).

e Derivadas de certas distribuicoes regulares em R

Seja g : R — € uma fungao diferenciavel e localmente integravel, cuja derivada seja também localmente integravel.
Entéo, por (39.169), T, e T, definem distribuigdes regulares em Z(R). Notemos agora que para toda f de Z(R) vale

Ty(f) = / 9'(x)f(z)dr = f/ gla)f'(x) de = =T4(f") (39.228)
(a segunda igualdade segue de integragdo por partes pois, pelas hipéteses, lirf g(z)f(x) = 0). Seguindo a ideia de
T—rL 00

identificar uma distribuigdo com a “funcdo generalizada” que a representa (vide discussdo & pdgina 2194), podemos
interpretar T, como sendo a derivada da distribuicao T, e temos, novamente, portanto, T} (f) = —T4(f").

Esses comentdarios motivam a definicao da nocao de derivada de uma distribuigao geral.

e Definindo derivadas de distribuicoes em R

Definicao 39.1 Se T € 2'(R) € uma distribuicio qualquer, definimos sua derivada T' € 2'(R) como sendo a distri-
buicao dada por
T'(f) == =T(f") (39.229)

para toda f € 2(R). Assim, na notagdo de emparelhamento,
(', f) = =(T, f') .

Note-se que, com isso, (39.228) informa-nos que para toda funcao diferencidvel e localmente integrdvel g, cuja derivada
seja também localmente integrdvel, vale a sequinte relacdo entre distribuicoes requlares:

(Tg)/ = Ty
Na notagdo integral para distribuicoes, se t(x) € a “funcao generalizada” que representa T', temos

/Oo V(@) f(z) de = —/OO Ha) f(x) da .

—00 —00
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.

E um exercicio elementar constatar que 7", assim definida, é de fato uma distribuicdo. Fazendo uso do fato de
lidarmos com fungoes infinitamente diferencidveis podemos generalizar ainda mais essa definicao

Definicao 39.2 Se T € Z'(R) € uma distribuicdo qualquer e n € Ny, definimos a n-ésima derivada de T, denotada por
T™ € 2'(R), como sendo a distribui¢do dada por

TM(f) == (-1)"T (f(")) (39.230)
para toda f € 2(R). Assim, na notagdo de emparelhamento,
<T(”), f> = (-1)" <T, f(”>>

e na notagdo integral, se t(x) é a “funcdo generalizada” que representa T,

/OO t™(2) f(z) dv = (—1)" /OO t(x) ) (z) dx .

— 00 — 00

Novamente, é um exercicio elementar constatar que 7™, assim definida, é de fato uma distribuicdo. No sentido da
definicao acima, distribuigoes sao infinitamente diferenciaveis.

No que segue, denotaremos a derivada de uma distribuicao T' por 17 ou também por d%T. Analogamente, a n-ésima

. ’ 7 n
derivada T também serd por vezes denotada por #T.

Mais consideragoes sobre a continuidade de derivadas de distribuigoes regulares serao apresentadas logo adiante. E
importante notar que se T, for uma distribuicdo regular, sua derivada T, nio é necessariamente uma distribuicao regular
(a fungdo g pode néo ser diferencidvel, ou sua derivadas pode nao ser localmente integravel). Um exemplo desse tipo é

discutido na Secdo 39.3.4.2, logo adiante: para a funcio de Heaviside H, tem-se Tg' = dy.

e Derivadas de distribuicoes temperadas em R

Todos os comentdrios e definigdes acima particularizam-se para distribui¢oes temperadas: se T € %/(R) definimos
sua n-ésima derivada por

(T, 1) = (- (T, f™) . ¥ fesm)

e, em especial, se g for uma fungao n vezes diferenciavel e de crescimento polinomialmente limitado cujas n primeiras
derivadas sao igualmente de crescimento polinomialmente limitadas, temos para distribuigoes regulares

(Tg)(n) = Tg(") )

como facilmente se constata via integracao por partes. Mais consideragoes sobre a continuidade de derivadas de distri-
buicoes temperadas regulares serao apresentadas logo adiante.

.

E importante observar que pode ocorrer de uma fungao g ser de crescimento polinomialmente limitado mas nao
. . ! -~ . . . o
suas derivadas. Considere-se g(z) = cos (e“ ), xz € R. Essa funcao é de crescimento polinomialmente limitado, mas

g'(z) = —dade”” sen(eﬁ‘A) nao é. Nesse caso (T,) estd definida enquanto distribui¢do temperada, mas T, nao esté.

Esse ultimo exemplo é interessante, pois Ty estd, porém, definida como distribuigdo (ndo temperada). Trata-se,
portanto, de um elemento de Z'(R) que néo pertence a ’'(R). Em 2’(R) vale até a igualdade (T4)’ = Ty, a qual nao
faz sentido em .&'(R).

e Derivadas parciais de distribuigoes em R"

As definigbes acima estendem-se naturalmente a distribuigoes definidas em R™:

Definicao 39.3 Se T € Z'(R"™) é uma distribui¢ao qualquer e o é um multi-indice, definimos a distribuicdo D*T como
sendo a distribuicao em Z(R™) dada por

(D°T)(f) = (1)l (D*f) (39.231)
para toda [ € P(R™). Assim, na notagdo de emparelhamento,

(DT, f) = (—1)l*l(T, D*f)
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e na notagdo integral, se t(x) é a “funcdo generalizada” que representa T,

n

/n (D“t) (x) f(z) d"x = (—1)'“‘/ t(z) (D‘Xf)(ac) d"z .

E um exercicio elementar provar, usando as defini¢bes acima, que DT é de fato uma distribuigao.

Uma vez entendido que distribuicoes sao objetos infinitamente diferenciaveis, podemos também definir certos tipos
de equacoes diferenciais para distribuigoes, o que faremos mais adiante, limitando nossa discussao a equagoes lineares.

39.3.4.1 Alguns Exemplos de Derivadas de Distribuigoes

e Derivadas de distribuigoes regulares

Seja h uma fungao localmente integravel em R™ e seja T}, a correspondente distribuicao regular definida em (39.169).
Se 8 é um n-multi-indice, D?T}, é definida por

(DT, @) = D°Tu(yp) = (—1)“3'/ h(z)(DPe)(x) d"x (39.232)

n

para todo ¢ € Z2(R"™). Que (39.232) estd bem definida para todo ¢ € Z(RR™) segue do seguinte argumento. Pelo fato de
o suporte de ¢ ser compacto podemos restringir a integral de (39.232) a esse suporte. Como D?¢ é limitado, segue que

/ |h(z)] |D5<p(x)‘ d'z < sup{|D’3<,0(ac)|7 zeR"} |h(z)| d"x
n supp

que é finito por hip6tese. Com isso, (39.232) define um funcional linear em 2(R™). Provemos que esse funcional linear é
continuo. Para tal seja ¢ € Z(R™) uma sequéncia de fungoes que converge a ¢ € Z(R™) no sentido de Z(R™). Entao,
existe um compacto K C R™ tal que supp (¢ — ¢r) C K para todo k grande o suficiente e para todo multi-indice 3,
tem-se que sup{|D?¢(x) — D¢ (z)|, € R"} — 0 para k — co. Portanto, para todo k grande o suficiente, vale

DTate =gl < [ @) [Del@) = Doauta)| @' = [ @) |D%e(w) - Dpu(@)] s

< sup{ |DPo(z) — DPpr()|, z € ]R"}/ |h(z)] d™z .
K
Como a integral do lado direito é finita, concluimos que ‘DﬁTh(go — <pk)‘ — 0 para k — 0o e isso estabelece que DTy,
é continua em 2(R™) e, portanto, que é um elemento de 2'(R™). Analogamente ao exemplo de (39.167), nem toda

distribuigao desse tipo é temperada.

e Derivadas de distribuicoes temperadas regulares

Seja g uma fungao (mensurdvel) e de crescimento polinomialmente limitado definida em R", satisfazendo (39.17) para
algum C > 0 e algum m € INy. Seja T, a correspondente distribui¢do temperada regular definida em (39.170). Se g é
um n-multi-indice, DBTg é definida por

(DPT,, f) = D°T,(f) = (71)‘/3'/ g(z)DP f(z) d"x (39.233)
para f € Z(R") define uma distribuigdo temperada (e, portanto, uma distribui¢ao). Que (39.233) estd bem definida
para todo f € .Z(R™) vé-se pelo seguinte argumento. Escrevemos

39.17) 39.10 1

( ( )
[ s@ips@)ae "< [ a0t @l ae TS Clils | g e (39230

Escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+ m+ 1), a integral do lado direito de (39.234) é finita, provando que o
lado direito de (39.233) é uma integral absolutamente convergente para todo f € .7 (R").



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 9 de maio de 2025, Capitulo 39 2212/3018

Assim, (39.233) define um funcional linear em .#(R™). Provemos agora que ¢ continuo em .(R™). Para tal seja
fr € L (R™) uma sequéncia de fungoes que converge a f € .Z(RR™) no sentido de .(R™). Teremos

(39.17)
|DTo(f = fr)| < / lg(@)| [DP(f = fi) (@) d"x < C/ (1 +[lz)™ [DP(f = fu) ()] d"x
R7L R?L
(39.10) 1
< C”f*fk”q,ﬁ/Rn At e d"z .

Novamente escolhendo ¢ grande o suficiente (a saber, ¢ > n+m+ 1) a integral do lado direito fica finita e concluimos que
existe uma constante Cp, independente de k, tal que |D5Tg(f — fk)‘ < Collf — frllg, 3. Por hipétese, || f — frllg,s = 0
para k — oo e isso estabelece que DT, é continua em .7 (R™).

e Derivadas da distribuigao de Dirac

Pelas definigoes acima podemos definir a derivada n-ésima da distribui¢ao de Dirac centrada em xg por
O(F) = (1) by (1) = (=1)"F ™) (o)

para toda f € .Z(R).

39.3.4.2 Calculo da Derivada de Algumas Distribuigoes de Interesse
Para entender melhor o que as definigoes apresentadas acima para a nogao de derivada de uma distribuicao significam,
trataremos aqui de exemplos, dentre os quais, alguns de consideravel interesse.

Considere-se a distribuicdo de Heaviside Ty definida em (39.175). Vamos mostrar que a derivada de Ty coincide
com a distribuigdo dp. Pela defini¢ao, para toda f € .Z(R),

(T)' (f) = ~Tu(f) = */jo H(x)f'(x) do = /OOO f'(x) du = f(0) = f(o0) = £(0). (39.235)

Portanto, para toda f € #(R) tem-se (Tg)" (f) = o(f). Isso mostra, fazendo-se uma analogia com (39.228), que a
distribui¢ao de Dirac pode ser entendida como a derivada da distribuigao associada a fungao degrau. Assim, apesar de
H(z) nao ser uma fungao diferencidvel (sua derivada ndo estd definida em = = 0), podemos interpretar sua derivada
H'(x) como uma “funcéo generalizada”, a saber, por meio da relacdo

H'(z) = §(z) . (39.236)

Ao notar que H' nao existe enquanto funcao mas existe enquanto “funcéo generalizada” o estudante pode apreciar melhor
a relevancia dessa nogao.

E. 39.48 Ezercicio importante. Seja h a fungdo continua mas com derivada descontinua (em = = 0) definida por

0, <0,
hz) = 1 -
z, x>0.
Mostre que (T1) = Tu (com H definida em (39.174)) e que (T4)"” = 0. Conclua, em termos de “funcdes generalizadas”, que valem

R'(x) = H(x) e R (z) = 6(z) .

O estudante deve atentar para o fato que a relagdo h'(z) = H(z) n3o deve ser entendida como uma igualdade entre fungdes, mas
entre “funcdes generalizadas”, pois h’ n3o existe enquanto fun¢do (h n3o é diferencidvel em 0), ainda que H o seja. o,

Esse exercicio mostra que a distribuicao de Dirac é a derivada (distribucional) segunda de uma funcéo continua e
polinomialmente limitada, a saber, da fungao h. Um teorema mais profundo da Teoria das Distribuicoes afirma que
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toda distribui¢do em #(R) é a derivada de ordem suficientemente grande de uma fungéo continua e polinomialmente
limitada. Vide Teorema 39.5, pagina 2214 e vide, e.g., [438] e [439]. Essa afirmagdo nao é valida para as distribuigoes
em 2(R) (ache um contraexemplo!).

o As derivadas das distribuig¢ées In |z|, (Inz); e (In|z])—

Como j4 observamos, In |z| é uma funcéo localmente integréavel e, portanto, define uma distribui¢ao com (In |z|, ¢) :=
oo
/ In |z] p(x)dz, o mesmo se dando com as fung¢oes (Inz); e (In|z|)— definidas em (39.168). No que segue, vamos

oo
calcular as derivadas dessas distribuigoes e estabelecer que

%mm = VP (é) , %(1nz)+ = PF <M> e %(mm), = PF (@) . (39.237)

T

As duas tultimas relagdes foram estabelecidas em (39.210) e (39.211), respectivamente, de modo que falta-nos apenas
demonstrar a primeira. Observemos para tal que

d o no_ . - / > ’
(gpmlel. o) = ~tnlel, ) = = tim { [ “wlol@)ts + [~ nfely!whac |

~ lim {ln(r)go(r) _1n(r)@(—r)+/_T@dx+/rw Md:ﬁ} .

7‘—>0+ — 00 X
Agora, In(r)p(r) = In(r)e(0) + Mrln(r) e, portanto

(Mw@)ﬂﬂ¢®»rm@%

r r

m@M@)lmmmm(w

Quando r — 0, a expressao M converge a ¢'(0) e w converge a —¢’(0). No entanto, lir%rlnr =0e,
r—

portanto, hr% (In(r)e(r) — In(r)e(—r)) = 0 e disso concluimos que
r—

<ilnlw|,<p> = lim [/ Mdawr/ @daz} = VP/ 2@
dr r=0|/)_ T . T e T

demonstrando a primeira identidade em (39.237).

e As derivadas das distribuigcoes VP, e PF, .,

Podemos ainda coletar alguns dos resultados anteriores e interpreté-los em termos de derivadas de distribui¢coes. Em
(39.201), por exemplo, estabelecemos que para m € N, m > 1,

(PFag,m—1) = —(m—1)PFuy m

para todos m € IN e zy € R, ou seja,

d 1 1
—PF(—r) = —mPF( ———— N |
dx ((x - xo)m) " ((x — I())m“rl) ’ m e , L0 S ]R

A relagao (39.202) pode ser lida como
(VPo,) "™ = (=1)"L(m — 1) PRy m (39.238)

para todos m € IN e ¢ € R, ou seja, estabelecemos que

d VP( ! )(l)mm!PF<(;>, meNy, zo €R.

dx™ T — o x — xo)mHL

Junto com a primeira relagao em (39.237), isso estabeleceu também que

PF(l ):<1WHW“(mm>, me Ny .

gm+l m!  dxmt!
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39.3.5 Alguns Resultados Estruturais sobre Distribuicoes
Nesta breve secao listaremos alguns resultados importantes sobre a natureza das distribuigoes e distribuigoes temperadas.
Suas demonstracoes serao omitidas na presente versao deste texto por requererem um estudo mais aprofundado de

aspectos topoldgicos que subjazem a Teoria das Distribuigoes.

e Suporte de Distribuigoes. Suporte singular de distribuigoes

Recordemos que o suporte de uma funcéo f : R™ — C, denotado por supp f C R"™, é o fecho do conjunto de todos os
pontos onde a fun¢do ndo se anula. Para distribuicoes existe uma nocao andloga. Dizemos uma distribuigdo T' € 2'(R™)
anula-se em um aberto Q@ C R™ se T(¢) = 0 para toda ¢ € Z2(R™) com suppp C Q. O suporte de uma distribuicdo
T € 2'(R"), denotado por suppT, é o complemento da unido de todos os abertos onde T se anula. E evidente por essa
definicao que suporte de uma distribuicao é um conjunto fechado. Para distribuicoes temperadas a definicao de suporte
é idéntica.

O suporte da distribui¢ao delta de Dirac centrada em zg, d;,, é {xo}, como facilmente se constata. O mesmo vale
para suas derivadas (53(55), n € Ng. O suporte de uma distribuicao regular T}, coincide com o suporte de h.

Dizemos que duas distribuicoes T7 e T» sao iguais em um aberto {2 C R™ se T} — T5 anula-se em ().

O suporte singular de uma distribuicao T € P'(R™), denotado por sing suppT’, é o menor fechado de R"™ em cujo
complemento T é igual a uma distribuicao de .@r'eg’ o (R™), ou seja, a uma distribuigao regular de uma fungéo infinitamente
diferenciavel.

O suporte singular das distribuicoes 5;2) coincide com o suporte dessas distribuicoes, ou seja, é {zo}. O suporte da
distribui¢ao VP,, é R, mas seu suporte singular é {z¢}.

E. 39.49 Ezercicio. Justifique essas afirmagdes. o+

e Regularidade de distribuigoes

O resultado a seguir informa que toda distribui¢ao temperada é uma derivada (de ordem grande o suficiente) de uma
distribuicao regular.

Teorema 39.5 Sejo T € .’ (R™). Entdo, existe uma funcao h definida em R™, continua e de crescimento polinomial-
mente limitado, e um n-multi-indice 5 € N} tais que T' = DPTy, ou seja,

T(f) = (~1)°! / W) (DPf)(x) d"

n

para toda f € L (R™). O

Uma demonstragio desse teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [438] e [439]. Um exemplo notério é do, a
distribuigao delta de Dirac centrada em 0 em R. Vide Exercicio E. 39.48, pagina 2212.

O Teorema 39.5 nao é vilido no caso de distribui¢oes em 2’(R™), como mostra o exemplo (de [438], cap. V, Example
3) da distribuicdo T' € Z'(R) definida por T' := Z D"6,, = Z 6™ (z —n). Justifique! Uma forma “local” do mesmo,
n=0

n=0
porém, é verdadeira:

Teorema 39.6 SejaT € 2'(R"™). Entao, para cada compacto C C R™ existe uma fungdo continua h definida em C' e um
n-multi-indice 3 € N§ (h e 8 podem depender de C) tais que T(p) = (DPT}) (), para toda fungdo de teste o € P(R™)
com suporte em C, ou seja,

n

T(p) = (—1)“”/ h(z) (DP)(x) d"x (39.239)

para toda ¢ € D(R™) com suppp C C.

Um corolario evidente € que para distribuicoes com suporte compacto as afirmacoes acima valem globalmente: se
T € Z'(R™) possuir suporte compacto, entdo existe uma fungdo continua h e um n-multi-indice § € Ny tais que
T = DPTy, ou seja vale T(p) = (—1)1P1 [, h(z) (DP)(x) d"x para toda ¢ € D(R™). O
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Uma elegante demonstragao desse teorema (fazendo uso do Teorema da Representagao de Riesz, Teorema 41.4, pdgina
2300) pode ser encontrada em [57]. Uma ilustracao de como o Teorema 39.6 é usado pode ser encontrada na demonstragao
da Proposicao 39.19, pagina 2222.

O teorema a seguir pode ser demonstrado a partir do Teorema 39.5. Vide, e.g., [57] ou [438].

Teorema 39.7 Seja T € .'(R™) uma distribuicio temperada cujo suporte € {xo}, para xg € R™. Entdao, T é uma

combinagdo linear finita da distribuicdo o4, e suas derivadas, ou seja, existem N € IN, constantesc, € C, k=1, ..., N
N

e inteiros nao negativos distintos ny € N, k=1, ..., N com 0 <nj <--- < npy, tais que T = Z Ck 5;’3’“). O
k=1

39.3.6 Transformadas de Fourier de Distribuicoes Temperadas

Seja g € S(R™) e seja T, a distribuicao temperada definida em (39.170) por Ty(f) = <Tg, f> = [gn9(x)f(x)d"z. De
acordo com (39.97) temos que <Tg7 f‘F[f]> = <Tg:[g], f> Essa observagao nos induz a definir a nogao de transformada
de Fourier de uma distribuicao temperada seguindo o mesmo tipo de ideia que inspira a definicao de derivadas de
distribui¢ées. Se T' € .#/(R™) é uma distribuicdo em R", definimos sua transformada de Fourier F[T] € ./ (R™) como
sendo a distribui¢ao que a cada f € % (RR™) associa

(3111, 1) = (T, 71f]) - (39.240)

Notemos que o lado direito, de fato, define um funcional linear continuo em .#(R™) devido & Proposicao 39.7, pagina
2158, que estabeleceu a continuidade de F. Analogamente, a transformada de Fourier inversa de T' € ./(R") é definida
por

(F7HT), f) = (T, TS - (39.241)

Com essas definicoes F e F~! passam a ser consideradas como aplicacdes lineares de .#/(R™) sobre si mesmo com F~1
sendo a inversa de &F, como é facil constatar.

39.3.6.1 Calculo de Transformadas de Fourier de Algumas Distribuicoes Temperadas

Seja 0y a distribuicdo delta de Dirac centrada em y € R™. Por definicao, temos

(G 1) = (0 T = IU0) = oy [ @) 0 = GmmTo () = (T )

4 5 e IR 3
onde e, é a fungdo ey (z) 1= e"'*. Assim, provamos que

1
Floy] = @y Te, (39.242)
ou seja, na notacao de funcoes generalizadas,
1 —iy-p
Floyl(p) = We :

Em textos de Fisica nao é raro encontrar-se essa identidade escrita também na forma

1 ' 1 )
—ix-p o n,. __ —iy-p
G f, M s = e

E desnecessério repetir que a integral do lado esquerdo possui apenas um sentido simbdlico. Apesar disso, relagoes como
essa tém um valor pratico e sao frequentemente empregadas.

De forma totalmente andloga, prova-se que

F oy = =——=Te, - (39.243)
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E. 39.50 Ezercicio. Verifique! "

Dessas relagoes concluimos que
F[T._,] = (2m)"/?s, e que FUT,,] = (2m)"/?5, .
Escrevendo essas relagoes de maneira formal como uma integral, temos

1 .
2 / DNy = §y(x) = 8z —y), (39.244)

tal como antecipado em (39.83). Novamente comentamos que essas integrais, ainda que possuam apenas significado
simbdlico, sao frequentemente empregadas em manipulagoes, especialmente em textos de Fisica.

As transformadas de Fourier de derivadas da distribuigao delta de Dirac sao também faceis de se calcular. Para um
n-multi-indice o, temos

(FID°5,), f) = (D8, FIf]) = (D)8, DFIf]) = (—i)l*l(s,, P°T[f]) = il*l(5,, F]Q*f])

iled

. o] ilo
— i\Mf}“[Qaf](y) — W/n e VT f(x) d"r = (Q;LTWTe“’y(f) = <(2:TWT%M f> ,

onde ey € a funcao

ay(r) = 2% W
ou seja,
iled
o o
FID%,] = 7(271_)”/2 Tey, - (39.245)
De forma totalmente andloga, prova-se que
—1 « _ (_i)‘al
FoDT = (2m)n/2 Teary-
Em termos da notagao de fungoes generalizadas, a relacdo (39.245) se deixa escrever como
D6 7i|a‘ a,—iyp
E. 39.51 Ezercicio. Verifique! "

Dessas relagoes concluimos que
FTe,._,] = il*l(2m)/2 Do, e que SF_I[Teaﬁy] = (—i)ll(2m)"/2D25,, .
Escrevendo essas relagoes de maneira formal como uma integral, temos

1
(2m)"

/ w2 vty = 1D, (x) = 1D (x —y)
expressao essa que também pode ser obtida formalmente de (39.244).

e A transformada de Fourier da distribuicao de Heaviside e outras associadas

E interessante determinarmos a transformada de Fourier da distribuicao de Heaviside, entre outras razoes, pois com
ela obtemos também a transformada de Fourier de outras distribuicoes. Seja T g a distribuicao de Heaviside definida em
(39.175). Para ¢ € Z(R) teremos

o0

(FTul)(p) = Tu(Typ) = /OOO Flel(y) dy = lim ; e T el(y) dy ,
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sendo que a ultima igualdade é justificada pelo fato que e™*¥ < 1 para todo y € R4, pelo fato que Flp] € L(R) C
Li(R, dx) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 32.6, pdgina 1668. Agora,

AOO e WFpl(y) dy = \/%—W AOO e (/Z e o(x) dx) dy = \/%7 /Z (AOO ey dy) p(x) dx

. ~ 4 . . o . o0 — —ar
onde, para a troca de ordem de integracdo na tltima igualdade, usamos o Teorema de Fubini*®. Como fo e WY dy =

ﬁ,temos
FTu(e) = 1 U (2) d L <—1 >
= l1m " T €r = ) )
LA @20 /2 _Oo:cfzasp V2r \x —10 14

onde a distribui¢do ﬁ foi definida em (39.218), pagina 2206, e satisfaz (39.219). Assim, com a identidade (39.219),
péagina 2206, estabelecemos que
—1 1 (39.219) —1 s
F[Ty) = — , = VPo + 4/ =60 - 39.246
[T V2r o —i0 Vo 2" ( )

De maneira analoga prova-se que

_ ) 1 (39.219) 1% s
F YTy = — = VP =5 . 39.247
Tl = o asio N \/g 0 ( )

O estudante deve comparar (39.246) e (39.247) a (39.220).

Das expressoes (39.246)—(39.247) obtém-se facilmente as seguintes relacoes:

1 1
F = FiVorT F-1 = FiV2r T
LiiO] Twem e € ra0| Ve EE

sendo H*(y) = H(4y), ou seja, na notagao de funcdes generalizadas,

1 !
F = FiV2r H(+ g1 = FiV2r H .
| - vEaE) | ) = VI EGY
De (39.246)—(39.247) obtém-se também
FIVP] = Fiv2r Tys_1jp = —i gngn e FUVP = Hiv2r Tys 10 = i gngn :

que implica

2
FTo] = i\/;VPO |

Na notacao de fungoes generalizadas, as relagoes acima ficam

F {VP @)] (y) Tiv2r <H(j:y) - %) = i\/gsgn (x) e (39.248)

7 ()]

+iv2m (H(iy) - %) = i\/gsgn (2) , (39.249)

ou seja,
o] efiyz
VP/ de = Fmi (2H(+y) — 1) = —misgn(y) . (39.250)
x
— 00
E. 39.52 Ezercicio. Obtenha todas as relacdes acima. "

45Guido Fubini (1879-1943).
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E. 39.53 Euzercicio. Generalizando as expressbes acima, mostre que

e . _ ) e
F[VPz] = Fi 271'Te%(Hi—1/2) = —t §Tez0sgn € F! [VPz,] = :tZVQﬂ-Te,,_,O(Hi—l/Q) =1 ETewasgn s
(39.251)
ou seja, que
1 ; 1 ;
F|VP (y) = Fiv2me ™Y | H(xy)—z) = —i zeﬂzoysgn () e (39.252)
T — Xo 2 2
g |vp (2 (y) = +ivame™ (H(zy)— ) = i/ Tet@ovsen (@) , (39.253)
xr — Xo 2 2
para todo zo € R. o+
E. 39.54 Ezercicio. Usando (39.238) e (39.251), mostre que
+V2m(—i)™ w (=)™
gj[PFxO,m} = WTmelewo(Hi_l/Q) = §WTQM'7lexosgn 5
ou seja, em termos de fun¢des generalizadas,
Zt\/ 271'(774)”1 —1 —q ™ (72)771 —1 —i
F|PFzy, m = ——<p" OP(H(4£p) —1/2) = /= —+—p™" ror ,
[PFaq,m] (p) TENA (H(xp) —1/2) S € sgn (p)
para todos zop € R e m € IN. o+

e Transformada de Fourier de distribuigGes regulares. Revisitando (39.125)

Seja T4 uma distribuicao temperada regular associada a uma funcdo g, satisfazendo as propriedades previamente
definidas. A fung@o g nao é necessariamente integravel. No entanto, podemos associar a ela uma transformada de
Fourier, definida da seguinte forma.

Uma fungéo h : R® — C é dita ser a transformada de Fourier distribucional de g se existir uma distribuigao temperada
regular Ty tal que F[T4] = Ty, ou seja, se valer

(Tg, FUfD = (T, 1)
para toda f € (R™). Em um tal caso, escrevemos h = F|g] e as relagoes acima indicam que F[T 4] = Ty, sempre que
tal expressao faga sentido.

Analogamente, definimos F~1[Ty] = Tg-1[g sempre que tal igualdade faca sentido.

E importante notar que nem sempre F[T,] é uma distribuigdo regular. Um exemplo ocorre no caso em que g é a
funcao de Heaviside, como vimos acima. Ainda assim, podemos em tais casos tratar F[g] como uma funcéo generalizada.

Essas nogoes permitem langar um outro olhar sobre a identidade (39.125), pdgina 2175, que justificamos anteriormente
com base na nocio de transformadas de Fourier no espago L*(R, dx).

Seja w, um ntimero complexo com Im (w,) > 0 e considere-se a fungdo g(t) := H(t)e™+!, t € R. O rapido decaimento
de g quando [t| — oo garante que podemos associar a g uma distribuicdo temperada regular, T,, dada por

T ) = | o / Temtpydt,  Vfe S(R).

—o0 0

Por definicao, temos

T ) = (T 51 = [ e iairie) ae = =/ gt ( | s dw> i

- \/%_W/_Z (/Oooeim—wﬁ dt) fw) dw = \/127/_Zi(w1w*)f(“) duw ,
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a inversao da ordem de integragao sendo devida ao rapido decaimento de e~* para t — oo e de f(w) para |w| — co. Essa

igualdade mostra que F[T4] é idéntica a distribuigdo temperada regular T;, definida pela fun¢do h(w) := ; 12Wﬁ.

Assim, justifica-se escrever Fg](w) = h(w), w € R.

Se na igualdade (F[T,], f) = (Tp, f) substituirmos f — F~[f], obtemos (F[T,], FLf]) = (Ty, f) = (Tn, Ff]),
ou seja,

<?71[Th]a f]> - <T97 f>a

indicando que F~1[T}] é uma distribuicio regular e que podemos identificar, no sentido expresso acima, que F~1[h](t) =
g(t), ou seja,

1 o0 iwt )
c dw = H(t)e™~".

2T J_ oo W — Wy

Esta é novamente a identidade (39.125), pagina 2175, justificada agora em termos distribucionais, ou seja, como uma
igualdade entre distribuicoes regulares temperadas.

39.3.7 Produtos de Distribuicoes
Nesta sec¢ao falaremos de trés tipos de produtos que, sob condic¢oes precisas, podem ser definidos para certas distribuigoes:
o produto tensorial, o produto de convolucao e o produto usual. Virtudes e deficiéncias dessas duas ultimas defini¢Ges

serao apontadas junto, quando possivel, a alguns exemplos especiais.

e Produtos tensoriais de distribuicoes

146

Dadas duas fungoes ¢, ¢ € Z(RR") define-se seu produto tensorial*®, denotado por p®1 como sendo a fungao definida

em R?" por

(p@¢)(z, y) = ex)P(y) .

E um exercicio elementar (faga-o!) mostrar que ¢ ® 9 assim definida é um elemento de Z(R*"). A colegdo de todas as
fungoes de Z(R?") que sejam combinacoes lineares finitas de produtos tensoriais de funcdes de Z(IR™) é um subespago
linear de Z(R2") denotado por Z(R™) @ Z(R™), o produto tensorial de Z(IR™) consigo mesmo. E relativamente facil
provar usando o Teorema de Weierstrass (Teorema 38.3, pagina 2081) que Z(R") @ Z(R") é denso em Z(R*"), ou seja,
toda fungdo de Z(R*") pode ser aproximada por fung¢es na forma de somas finitas >°, ¢r(2)x(y), com ¢x, ¢ € Z(R™)
para todo k. Omitiremos a demonstracao aqui.

Se T, U € 2'(R™), define-se o produto tensorial T ® U como o funcional linear definido em 2(R™) ® 2(R™) por

TeU)ped) = T(EU®Y) .

Claramente T'® U ¢é continua em cada um dos seus argumentos separadamente. Como Z(R") ® Z(R™) é denso em
2(RR?"), o produto tensorial T'® U pode ser estendido a todo Z(RR?") e, portanto, define uma distribuigao nesse espaco,
ouseja, TQU € 2'(R*). Dessa forma, se t e u denotam as “funcoes generalizadas” associadas a T e U, respectivamente,
é legitimo escrever, na notagao integral,

Tev)Q) = [ el v) dady (39.254)

para toda ¢ € Z2(R?"). Assim, a “fungdo generalizada” associada a T @ U é t @ u.

e Produto de fungoes e distribuigoes

Ao contrario do caso de fungoes, o produto de duas distribui¢ées pode ser definido sob circunstancias bastante
restritivas. Vamos discutir brevemente uma dessas circunstancias atendendo nosso interesse proximo de discutir equagoes
diferenciais distribucionais lineares. Sejam 7' € 2’(R™) uma distribuigdo e h € C*°(R"™) uma fungdo infinitamente
diferencidvel. Definimos o produto h - T como sendo a distribui¢do que a cada f € 2(R™) associa

(h-T)(f) = T(hf). (39.255)

46No caso dos espacos .7 (R™) as definicoes sdo andlogas.
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Na notacao de emparelhamento isso significa

<h'Ta f> = <T7 hf)

e na notagao integral, se ¢t é a “fungao generalizada” associada a T e ht é a “fungao generalizada” associada a h - T,
/ (ht)(z) f(z) d"z = / #(x) (h(:c) f(:c)) dz .
Assim, a “fungéo generalizada” (ht)(z) é dada simbolicamente por h(x)t(x).
E. 39.55 Exercicio. Mostre que h - T, definida em (39.255), com T € 2'(R") e h € C(R"), é de fato uma distribuigao. o,

Se T € ./(R") é uma distribuigao temperada, podemos definir analogamente o produto h-T por (h-T)(f) := T (hf)
(para toda f € 2(R™)) desde que h seja infinitamente diferencidvel e tenha crescimento polinomialmente limitado.

E. 39.56 Exercicio. Mostre que h - T assim definida, com T € ./ (R") e h € C*°(IR") com crescimento polinomialmente limitado,
é de fato uma distribuicdo temperada. "

e A regularizagao de uma distribuigao

Para p € 2(R™) ey € R, seja ¢, = (Ty(Ry)) com T, definida em (39.183). A funcéo ¢, é tal que ¢, (z) = p(y — )
para todo x € R™.

Naturalmente ¢, ¢é, para cada y € R", também um elemento de Z(R"™). Se T' € Z'(R™) a aplicacao
R"3y — T(py) €C

define uma fungdo em R"™, a qual é frequentemente denotada por T * . Assim,

T o)) = T(p) = T(,(R) = [ ta)ely -2 d's.,

sendo que na ultima igualdade empregamos a notacao em termos de fungoes generalizadas, ¢(x) sendo a fungéo genera-
lizada associada a T'. A fungdo T * ¢ é dita ser a requlariza¢do da distribuicdo T pela funcao de teste .

E de se notar também que se T é uma distribuigao regular, isto é, se T'= T}, para h localmente integravel, teremos
Thsol) = [ ha)ety - a)ds = (e 9)(w).

E também interessante observar que para T € Z'(R") e ¢ € Z(R™) tem-se
(T, ¢) = T(p) = T(po) = (T*(Rp))(0). (39.256)
Para atender a diversos propdsitos futuros, vamos estudar algumas propriedades das fungoes T x . A primeira delas
refere-se a diferenciabilidade de T * ¢.

Proposicao 39.18 Para T € 2'(R"™) e ¢ € Z(R") e com as defini¢oes acima a fungio T * ¢ € infinitamente dife-
rencidvel. Tem-se também
D*(Txp) = (T (D)) = ((DT) * ¢) (39.257)

para todo n-multi-indice «. Por fim, vale a afirmacao que se T tem suporte compacto, entao T * ¢ € um elemento de

2(R™). O

Prova. Seja z € R™ e considere-se a diferenca

Oy+2(T) —py(x) = Py+2—2) -9y —2).
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Podemos escrever, usando a diferenciabilidade de ¢ e denotando %(z) por (Dry)(x),

1 d 1 d
Py+z(T) —@y(x) = / vz (@) dt = / oy +tz — ) dt
0 0

Z/ (Dr) (y + tz — x)2z dt
k=10

- Z Dip)(y — szrZ/ (Dip)(y +tz — z) — (Die) (y —x)}zk dt ,
h=1

sendo que na tltima igualdade apenas somamos e subtraimos o termo ZZ=1 (chp) (y — z)zx. Observemos agora que a
funcdo z — >_p_, (D) (y — x)z) assim como a fungéo

T Z/O [(Dw) (y+tz—=z) — (Dip) (y — :c)} 2 dt (39.258)

sdo elementos de Z(R™). Para a primeira fungao a afirmacao é evidente; para a segunda necessitamos apenas observar
12 que o lado direito de (39.258) ¢é infinitamente diferencidvel em relagdo a x (pois, sob as hipéteses, podemos diferenciar
sob o sfmbolo de integral. Vide Proposigao 38.5, pagina 2073) e 22 que o lado direito de (39.258) tem suporte compacto
como funcao de z, pois as fungoes Dy tém suporte compacto.

Assim, é legitimo escrevermos
T+ =) = @ ne =) = X (7, D), )+ (T [ [(069) 100 - 019),J )] =

Observemos agora que a expressao ‘<T7 fol [(Dkgo) @)y} dt>‘ pode ser majorada da seguinte forma: sendo T

y+tz - <Dk
uma distribuigao, existe para cada compacto K C R" e todo m € INyp uma constante Cx_,, tal que

‘<T, /01 [(Dw)ym - (Dw)y} dt>‘ < Ck,m sup ‘DS /O1 [(Dkso)ym(x) - (Dkso)y(w)} dt‘

z€K, |a|<m

IN

1
Ck.m  sup / ‘(DO‘chp) (y—z+tz) — (D*Dro)(y — :c)dt‘ dt .

z€EK, |a|<m JO

Em funcao da continuidade uniforme de ¢ e suas derivadas, podemos, para cada € > 0, uma bola B, C R centrada
em 0 tal que para todo z € B, (e, consequentemente, tz € B, para todo t € [0, 1]) teremos |(DO‘Dkg0) (y—x+tz) —
(Dachp) (y — :L')| < e. Com isso, obtemos que

(T* ) (y+2)— (T*e)(y zn:K DksD >} 2+ o(e) .

o que demonstra que T x ¢ é diferencidvel e vale

Di(T*¢)(y) = <T, (chp)y> : (39.259)

A argumentacao acima pode ser repetida para demonstrar que T * ¢ é diferencidvel um nimero finito arbitrario de vezes,
ou seja, é infinitamente diferenciavel.

Para provarmos (39.257) notemos, por um lado, que <T7 (Dkgo)y> = (T * (Dkgo))(y). Por outro lado, como RD;, =

—DyR, tem-se também

<T; (Dk¢)y> = <T, TyR(DkCP» = *<Ta DkTy(RSﬁ» = <DkTa Ty(RQ@» = (DT, Sﬁy> = ((DkT)*SD)(y)-
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Portanto, de (39.259), teremos
Di(T*¢)(y) = (T*(Dup))(y) = ((DiT) %) (y) -
Essa relacao pode ser agora usada como base para uma prova indutiva elementar de que
DT x)(y) = (T*(D9)(y) = (D°T)*)(y)

para todo n-multi-indice a.

Para finalizarmos, a afirmacao de que se T' tem suporte compacto, entdo T * ¢ é um elemento de Z(RR") é evidente
pois (T * ¢)(y) = T(¢y) = T(Ty(Ry)). Para todo y € R™ com ||y|| grande o suficiente o suporte de ¢, = T, (R¢p) serd
disjunto do suporte de T e, portanto, (T * ¢)(y) serd nula. |

Ainda sobre as fungoes T' * ¢ vale o seguinte resultado que utilizaremos no que segue:

Proposicao 39.19 Seja T € 2'(R™). Entao, vale
Tx(pxp) = (Txp)xg (39.260)

para todos v, ¢ € Z(R™). O

Prova. Recordemos, em primeiro lugar, que ¢ x ¢ € Z(R"), sendo, portanto, infinitamente diferencidvel e de suporte
compacto. Fixemos essas duas funcoes ¢ e ¢. Pela definicao, temos que

(T (0% 9)(y) = T((p*d)y)

(el = (pxo)y-2) = [ oo 2o d"z.

Podemos evocar o Teorema 39.6, pagina 2214, e representar 7' em um compacto que contenha o suporte de ¢ *x ¢ e de ¢
por (39.239), com 5 € N} e h continua. Com isso, teremos

(Tx(pxd))y) 2 (1) / h(@) (D2 (g 0),) (@) d"
= 0 [ ([ et 20t avz)
R7L n

= [ ([ @0 ow-a-aee ) av

= [ ([ ooz - o) ) o) v

= [ ([ 0w ) o) v

@2 (@ o0 4z

= ((Txe)xo)(y),
tal como queriamos provar. A inversao de ordem de integracao acima é facilmente justificivel pela compacidade do
suporte do integrando. [ |

A Proposigao 39.19 tem o seguinte coroldrio importante:
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Teorema 39.8 Z(R"™) € denso em Z'(R™) no sequinte sentido: para cada T € 2'(R™) existe uma sequéncia de distri-
buicoes requlares Tp, , m € N, com h,, € Z(R") tal que
(T, ¢) = lim (Ty,, ¢)

m—r oo

para toda ¢ € Z(R™). O

Prova. Seja (= Z(R™) tal que [g, p(x)d"z =1 e defina-se para m € IN a sequéncia ¢, € Z(R™) dada por @, (z) :=

m"p(mz). B evidente que [, pm(2)d e = m™ [¢., o(mz)d"z = [, p(x)d"x = 1. Além disso, se Bs := {z € R", [lz| <
d} é a bola aberta de raio § > 0 centrada em 0 € R™, teremos
[ ends =t [ pmars = [ @,
R"™\Bs R™\Bs R"™\Bms
de sorte que para cada § > 0 vale lim om(z)d"z = lim p(x)d"z = 0, devido ao suporte de ¢ ser
m—o0 ]R"\Bg m—0o0 RW'\B-,,“S

compacto. Com isso, estabelecemos que ¢,,, m € IN, é uma sequéncia delta de Dirac em R" segundo a Definicao 38.2,
pagina 2080. Do Teorema 38.2, pagina 2080, segue que para toda ¢ € Z(R™) a sequéncia ¢,,, m € IN, definida por

oml) = (e 0)) = [ onle= oy = [ pul)ola )y

converge uniformemente a ¢ em R™, pois toda ¢ € Z(R"™) satisfaz as condigbes do Teorema 38.2. Adicionalmente,
podemos também afirmar que para cada n-multi-indice oo € IN{} a sequéncia D“¢,,, converge uniformemente a D*¢, pois

D%pm(x) = D%(pm x ¢)(z) = D“/nsom(yw(x*y) d"y = / em(y)(DY¢)(x —y)d"y

e D*¢ também satisfaz as condi¢des do Teorema 38.2. Segue dessas afirmacoes que se T € 2'(R™), entao lim T(¢,) =
m—0o0

T ( lim q§m> = T(¢), devido & continuidade de T. Agora, temos que
m—roo

T, 6) = T() =  lim T(6n) = lm T(pm*0)

m—o0

(39.256)

lim (T x (R(pm * ¢))) (0)

m—r oo

= lim ( * ((Rpm) *

m—r oo

7)) 0
lim (T (Rewm)) * (R6) ) (0)

(39.260)
= Jm | (T'* (Rom)) (—y) (Ro)(y) d"
Yy—=—y

= lim (T + (Rpm)) (y) 6(y) d™y

m—oo Jpn

= lim (Ty,, ¢),

m—r oo

onde hy, :=T * (Rpm) € Z(R™). Isso completa a demonstragao. |
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39.3.7.1 Produto de Convolugao de Distribuicgoes
Vamos agora descrever como o produto de convolucao pode ser definido para distribuigoes dotadas de certas propriedades.
Seguindo uma estratégia ja empregada antes, comecamos considerando certas distribuicoes regulares adequadas para

depois tratarmos de generalizagoes.

e O caso de distribuicoes regulares

Comecemos com uma definigdo. Dada uma fungao ¢ : R* — C, denotamos por E[p] a funcao definida em R™ x R™
assumindo valores em C definida por E[¢](z, y) := ¢(x + y).

Seja € (R™), o conjunto das fungdes continuas definidas em R"™, e seja 6p(RR™), o conjunto das fungdes continuas e
de suporte compacto definidas em R”. Sejam fi; € 65(R") e fo € €(R™) e sejam Ty, e Ty, as respectivas distribuicoes
regulares. No contexto de distribuicoes regulares é natural definirmos o produto de convolucao Ty, * Ty, de Ty e Ty,
como sendo o elemento de 2'(R"™) definido por

Tr*Tr = T,
Teremos, para cada ¢ € Z(R"),

T 0) = [ Gep)@e@ds = oo [ ([ fe=npway) e i

= [ r@ne e neaay = oo [ f@ ) Bl sy

Essa tultima expressao sugere que poderiamos escrever <T Fisfas g0> = (2m)~"/ 2<T Ty, E[cp]> o que sugere definirmos
o produto de convolucdo Ty, * Ty, das distribuigdes Ty, e Ty, por (2m)~"/2(Tp, Ty, ) :=(Ty, @ Ty,, E[p]). Sucede,
porém, que nao é possivel dar uma interpretacao distribucional & integral [, [. f1(z)f2(y) El¢](z, y) d"z d™y, pois E[¢],
ainda que seja uma fungéo infinitamente diferencidvel, ndo é um elemento de Z(R™ x R™) (p(z + y) e suas derivadas
nao caem a zero quando x — oo com x + y constante). Esse problema pode ser remediado de um modo adequado aos
nossos propésitos.

O suporte da funcao f1(z)f2(y)¢(z + y) é um subconjunto compacto de

St farp = {(:c, y) €ER" x R"|x € supp (f1), y € supp(fa) ex+y € supp(gp)} .

Como f; e ¢ tém suporte compacto, ndo é dificil constatar que Sy, f,,, € um subconjunto compacto de R™ x R".

Consideremos uma funcao auxiliar y € Z(R™ x R™) definida de sorte que x(z, y) = 1 para todos (z, y) contidos no
compacto Sy, 1, ¢ (uma tal funcdo sempre existe, como ji observamos anteriormente). Teremos, naturalmente,

/ £1(@) o) ElQl (e, y)d"admy = / £1(2) o) x(@, YEL (e, v)d"zd™y
n JR™ n JRn

e como o produto xE[p] é um elemento de Z(R"™ x R™) (pois x o é e E[p] é infinitamente diferencidvel), é legitimo
escrevermos

<Tf1*f27 §0> = (27r)_n/2<Tf1 ®Tf27 XE[QOD .
Com isso, o produto de convolugao Ty, * Ty, das distribuicoes Ty, e T, é o elemento de Z'(R™) tal que
(T #Tpo @) == 2m) (T @ Ty, xE[9])
para cada ¢ € 2(R™). Utilizando essas ideias, vamos agora descrever como definir o produto de convolug¢ao de uma certa

classe de distribuicoes.

e A condigao de suporte

Definicdo.  Dizemos que duas distribuigoes Uy, Us € 2'(R™) satisfazem a condigcdo de suporte se para todo compacto
C C R"™ o conjunto

S(Uy, Us, C) = {(:L', y) € R" XR"‘ x € supp (Uy), y € supp (Ua) e x +y € C}
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for um subconjunto compacto de R™ x R™. [

Sejam Uy, Us € 2'(R™) duas distribuigdes que satisfazem a condic¢do de suporte e seja C' C R™ compacto. Denotamos
por 8(Uy, Us, C) C 2(R™ x R™) o conjunto de todas as fungdes x € Z(R™ x R™) tais que x(z, y) = 1 para todo
(z, y) € S(Uy, Uy, C). A condigao de suporte compacto é importante por garantir que 8(Uy, Uz, C) é ndo vazio para
todo C' C R™ compacto e, em particular, por garantir que 8(U17 Us, supp (ap)) é nado vazio para cada ¢ € Z(R").

e Produto de convolucgao de distribuicoes satisfazendo a condicao de suporte

Se Uy, Uy € 2'(R™) sdo duas distribuigdes que satisfazem a condigao de suporte, definimos seu produto de convolugao,
denotado por Uj * Us, como sendo o elemento de 2’'(R™) definido para cada ¢ € Z(R™) por

(Ui xUs, @) == (2m)"™/*(U1 ® Ua, xE[g]), (39.261)

com y € S(Ul, U,, supp (cp)) E importante observar que a expressio do lado direito de (39.261) independe do
particular elemento y € S(Ul, Us, supp (cp)) tomado. De fato, se x e X’ sdo elementos de S(Ul, Us, supp (cp)), teremos
(x(z, ¥) = X' (2, y))e(x +y) =0se (z, y) € S(U1, Uz, supp(y)). Em notacdo integral, usando (39.254), pagina 2219,
a relac@o (39.261) fica

s ) = 07 [ w@n)e+ ) ey (39.262)

com u; e ug sendo as fungoes generalizadas associadas a U; e Us, respectivamente.

Com isso, ¢ facil ver que vale a importante relacao
Uxdy = dgxU = (2m)"2U (39.263)
para qualquer distribuicao U.

E. 39.57 Ezxercicio. Mostre isso. o,

e Algumas condigoes suficientes para a condigao de suporte

Dada a relevancia da condigao de suporte para a definicao de produto de convolugao de distribuigoes é importante
termos uma lista de condic¢oes suficientes para que a mesma seja satisfeita.

Observe-se que S(Uy, Us, C) é sempre fechado para C' compacto, mas nao é necessariamente limitado. De fato, se
f:R®™x R™ — R" for a funcio continua f(z, y) := x + vy, entdo S(Uy, U, C) = f~1(C)N (Supp(Ul) X Supp(UQ)),

que é fechado pois f~(C), supp (U;) e supp (Uz) sdo fechados. Assim, para que tenhamos S(U;, Us, C) compacto é
necessario e suficiente que o mesmo seja um conjunto limitado de R™ x R™.

Se C é compacto, entdo é limitado e D(C) := sup{|c||, ¢ € C} é finito. Se (z, y) € S(U1, Uz, C), entdo
(z, y) € supp (U1) x supp (Uz2) e x +y = ¢ para algum ¢ € C. Logo, |ly|| < |lc|| + ||z]| < Co + ||z||- Se supp (Uy) também
for compacto, teremos ||z| < D(supp (Uy)) = sup{||#’||, 2’ € supp (U1)} < oo. Logo |ly|| < D(C) + D(supp (U1)) o que
prova que S(Uy, U, C) é limitado e, portanto, compacto.

Concluimos, portanto, que se supp (U1) ou supp (Uz) forem compactos a condi¢ao de suporte é satisfeita.
No caso de distribuigdes em R temos uma outra condigao util: se supp (U1) e supp (Uz) forem ambos limitados

inferiormente ou se forem ambos limitados superiormente, entao a condigao de suporte é satisfeita.

Para provarmos isso, vamos supor que existam a; e az € R tais que supp (U1) C [a1, 00) e supp (Uz2) C [az, o0)
(o caso em que ambos sdo limitados superiormente é andlogo). Seja C C R compacto. Entao, existe k£ > 0 tal que
C C [k, k]. Se (z, y) € S(U, Us, C) entdo —k < z+y < k e, portanto, y < k —x < k — a;. Logo, temos que
as <y <k — ay e, mutatis mutandis, temos também a; < x < k — as. Isso estabelece que S(Uy, Us, C) é limitado e,
portanto, compacto.

39.3.7.2 Produto de Distribuigoes

A relagao (39.261) permite, quando a mesma faz sentido, definir a nogado de produto de distribui¢ées. Sejam Uj e
Uy € 2'(R™). Inspirados no fato de que, para duas funcoes f, g € Z(R"), vale f-g = F ! [?[f] * ’J"[g]] (vide (39.84),
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pagina 2168) e por (39.241), pagina 2215, definimos o produto de distribui¢ées U; e Us, o qual denotamos por U - Ua,
pela expressao

(Uy - U, @) = <§_1[§[U1]*§[U2]], <p> = <§[U1]*§[U2], 9—1[¢]> (39.264)

com ¢ € Z(R"), desde que as distribui¢oes F[U;] e F[Us] satisfacam a condicdo de suporte. Assim, com uso de (39.261),
péagina 2225, podemos escrever o produto das distribuigoes Uy e Us como

(U1 Us, ) = (2m)~"/2(F[0h] @ F(Ua], XE[F 4] ) - (39.265)

A definicio (39.264)—(39.265) é atribufda a Hormander” (vide, e.g., [260], vol. 1). Informamos ao leitor existi-
rem outras definigbes para o produto de distribuigoes, nao necessariamente equivalentes a essa e com maior ou menor
abrangéncia e complexidade, como a de Giittinger*8-Konig*® (vide [214] e [307] para as referéncias originais) ou como a
de Colombeau® [109, 110, 111]. Nao trataremos dessas outras defini¢des na presente versao destas Notas.

Antes de elaborarmos mais sobre a nogao de produto de distribuigoes assim definido, vamos exibir alguns usos do
mesmo.
(39.247)

Exemplo 39.3 Tomemos n =1 em (39.264) e Uy = U, = ?71[TH] = \/%FVPO + \/géo. Assim,

(U Us, ¢) = (FI]+F[02], T [el) = (T x T, 5[]}

= (2m)~/? . H(z)H(y) (T o)) (@ +y) dedy = (2m)"/? WH(:v*y)H(y)(?’l[sO])(x) dwdy .

Agora, [p H(x —y)H(y)dy = xH (x) e, assim,

((F7'TH])?, @) = (271')_1/2/]RmH(m)(S"_l[@])(m) de = 2m) T[T, @) ) (39.266)

onde s(z) := xH(x). Assim, concluimos que

i

FTu))® = —=F '[Ts] = ——=DF '[Tx],
com D sendo o operador de diferenciacio. Essa expressio pode ser ainda mais elaborada, recordando que F~'[Ty] (39,247
\/#_WVPO + \/géo e, portanto,
_ ] _ ; ; 1 i (39.238) 1 i
FTu)? = ———DF [Ty] = ——— [ ——VP, Tsy) = —VPh — 2oy 2V _ PRy, — 255 .
Tl = =g b7l = =G (T3P Hy %) = a2 vPo =5 2" Fo.2 = 5%
E. 39.58 Ezercicio. Complete os detalhes. o,
Usando (39.204), pdgina 2201, obtemos disso
-1 2 _ 1 * o(y) + e(—y) — 2¢(0) i
<(3'~ [TH]) ’ <,0> T o rlgon+ - y? dy + 2(,0 (0) '
¢

O Exemplo 39.3, acima, exibe uma situacao feliz na qual o produto de duas distribuicoes, tal como expresso em
(39.264)—(39.265), estd bem definido. Sucede haver exemplos, alguns significativos, nos quais a multiplicacdo de duas
distribuigoes nao faz sentido enquanto distribuicao. E o caso do produto de duas distribui¢ées de Dirac.

4"Lars Valter Hérmander (1931-2012).

4B Werner Giittinger (1925-2013). Giittinger foi o orientador de doutoramento de Jorge André Swieca (1936-1980).
49Heinz Konig (1929-2024).

50 Jean-Frangois Claude Colombeau (1947-).
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Exemplo 39.4 Tomemos n =1 em (39.264) e Uy = 0z, Uz = z,. Assim,

<511 * Ozg, ‘P> - <?[611] *‘rf[ 11 [‘,0]> < exq *T5w27 ?71[90]>

= (2m) / TR (5 ) (@ 4 y) dedy = (2m)7 / e (57 gl) (@) da dy
R R

= d(xz1 — z2)p(z1) . (39.267)

Na ultima passagem usamos (39.83), pdgina 2167, para a integral em y. A 1ltima relagdo tem apenas sentido formal e serve para
apontar para o fato que se o produto d,, - 0z, existisse como distribuicdo, a expressao <511 - Oz, g0> deveria ser um nimero, mas
obtivemos d(z1 — z2)¢(z1), uma nova distribuigdo. Em particular, se tivéssemos tomado z1 = z2, a expressao do lado direito néo
faria sentido (a integral em y ndo é convergente nesse caso).

Assim, o produto 0z, - 0, ndo existe enquanto distribuigdo para nenhum z; ou x2.

Formalmente o lado direito de (39.267) pode ser escrito como [ 6(z1—22)d(x—z1)p(x)dz. Assim, a suposta fungao generalizada
associada a 0z, - 05, seria
(621 * 0zs) (@) = O(m1 — 22)0(z — 21) .
Como vimos acima, a expressdo formal d(z1 — z2)d(x — z1) néo existe enquanto distribui¢do na varidvel z. Para evitar mal-
entendidos, devemos observar, porém, que §(z1 — x2)d(xz — x1) existe enquanto distribuigdo nas varidveis z1 e 2 conjuntamente,
a saber, como a distribui¢io que associa ¢ € Z(R?) ao valor ¢(z, x). Mais especificamente,

/]R/]Rdxl dzy 8(z1 — 12)8(x — 1) (71, T2) = @(x, ).

Assim, devemos compreender a expressdo formal d(z1 — 22)d(z — 1) como a funcdo generalizada associada ao produto tensorial

0z @ Oz ¢

H4 ainda aqui uma outra observagao relevante a se fazer sobre o produto de distribui¢oes. No Exemplo 39.3 calculamos

@)’ = (54

lado direito, teriamos

2
) e verificamos que trata-se de uma distribuicao. Se ingenuamente expandissemos o

1
f%(VPO) + VP0 5o + 50 VPy + — (50)

O 1ltimo termo, que envolve (Jp)?, porém, ndo é uma dlstrlbul(;ao, como acabamos de ver (os demais termos também
néo sdo). Assim, vemos que a simples propriedade distributiva do produto de uma soma néo é geralmente vélida quando
se lida com distribuicoes.

39.4 Equacoes Diferenciais Distribucionais, Solucoes Funda-
mentais e Funcoes de Green

Nesta secao desenvolveremos algumas das ideias subjacentes as nogoes de solugao fundamental de um operador diferen-
cial, fungbes de Green etc. Trata-se provavelmente das mais importantes aplicagbes da nogao de distribuigdo. Alguns
problemas de interesse fisico sdo também discutidos. Um tratamento mais pratico e informal pode ser encontrado na
Segao 45.11, pagina 2668.

e Operadores diferenciais lineares em 2’'(R"™)

Reunindo as defini¢bes acima de derivada de uma distribuicdo e produto de uma distribuicdo com uma funcao
infinitamente diferenciavel, podemos introduzir a nocao de operador diferencial linear agindo no espaco de distribuigoes
2'(R™) (compare com a definigdo de operador diferencial linear agindo no espago Z(R") introduzida & pagina 2146).

Sejam a1, ..., an funcdes infinitamente diferencidveis em R™ e sejam o,

o operador diferencial
= g ar(x) D E ar(x) — -
1 n
et Ox,' - Oxn

.., o € IN? multi-indices distintos. Seja
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Se T € Z'(R"), define-se LT € 2’'(R™) como sendo a distribui¢do definida por

(LT)(sO) = T(LTso> :

para toda ¢ € Z(R™), onde LT ¢é o operador diferencial dual de £ definido em (39.14) e (39.16). E um exercicio simples
para o leitor provar que essa definicao é plenamente consistente com as definicoes dadas acima de derivada de uma
distribuigao e produto de uma distribuigao com uma funcao infinitamente diferenciavel.

Na notacao de emparelhamento temos, assim,
(LT, o) = (T, £T)

para toda T € Z'(R"™) e toda ¢ € Z2(R").

e Operadores diferenciais lineares em ./(R"™)

Operadores diferenciais lineares em .#’(R™) sao definidos analogamente, com a ressalva, j4 mencionada quando
definimos operadores diferenciais lineares em . (R™) & pagina 2147, que as funcdes aj e suas primeiras || derivadas
devem ser de crescimento polinomialmente limitado.

e Produtos tensoriais de operadores diferenciais lineares

Se £ e M sao operadores diferenciais lineares agindo em Z(RR") definimos seu produto tensorial £ ® M em Z(R>")
por

para ¢ € 2(R*"). No lado direito, acima os indices z e y sob os operadores £ e M, respectivamente, servem apenas para
lembrar em relacao a quais varidveis os operadores agem. Note-se que L, M, = M, L.

Assim, se £ e M sao operadores diferenciais lineares agindo em 2(R") e T, U € 2'(R"), definimos, (L @ M) (T ®@U)
como sendo a distribuigao tal que

((L@M)(T@U))(C) - (T®U)((LT®MT)C)

para toda ¢ € 2(R?").

A defini¢do de produtos tensoriais de operadores diferenciais lineares agindo em . (R™) é andloga e ndo requer maiores
comentarios.

e Equacoes diferenciais ordinarias distribucionais

No caso de uma variavel, podemos caracterizar uma equagao diferencial distribucional linear de ordem N da seguinte
forma. Se ag, a1, ..., ay sdo fungdes infinitamente diferencidveis de uma varigvel real e B € 2(R) é uma distribuigao
em R, a expressao

ay - (T“V)) +an - (T<N*1>) tota- (T<1>) Yao-T = B, (39.268)

define uma equagao diferencial distribucional para uma distribuicao 7. De acordo com as defini¢oes, se T satisfaz essa
equacgao, entao

DN ((an ™) + (YT ((an NV ) o4 ()T (@)HD) +T(a0f ) = B
para toda f € Z(R), ou seja,
T(D)Y (an H™Y + (DY an )N o4 (D) @)Y +aof) = B(). (39.269)

para toda f € Z(R). Se t e b denotam as “fungoes generalizadas” associadas a T' e B, respectivamente, (39.268) pode
ser escrita na forma convencional
ay aN-1 d
aN(fU)dx—Nt(fU) + aNfl(x)Wt(fC) +-+ a1(x)%t(x) +ao(x)t(z) = b(z),
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e, como em (39.269), isso significa que para toda f € Z(R),

del

- _ Nﬂ _1)V-t e 4
1) [(~1)Y o (e ) (@) + (“DV s (a1 ) (0) + o (1) (@) () + (o) ()| de

e Equacgoes diferenciais parciais distribucionais

Equacgoes diferenciais parciais para distribuicoes em R™ podem ser definidas analogamente. Se aq, ..., ay sao funcoes
infinitamente diferencidveis em R™, B € 2'(R") é uma distribuicdo em R™ e o, ..., o sdo multi-indices distintos, a
expressao

N
> an- (D“kT> - B (39.270)
k=1

define uma equacao diferencial distribucional linear para uma distribuicao 7. De acordo com as definicoes, se T satisfaz
essa equagao, entao para toda ¢ € Z(R"),

N N
> (DI (D" (anp) = Ble)  ousein, T (Z(—l)a’“'m’“(am) ~ B(y) .
k=1 k=1

Assim, uma equacao diferencial linear distribucional para uma distribui¢éo incégnita T' € 2’(R™) é da forma

LT = B,

para uma distribuicao B € 2'(R") dada e para um operador linear dado £ na forma

N X N glet
L = Zak(x) DY = Z%(I) s
k=1 k=1 Ox," - Oxn”
onde a1, ..., ay funcdes infinitamente diferencidveis em R™ e o, ..., o sdo multi-indices distintos. Assim, 7' deve
satisfazer para toda ¢ € Z(R")
T(£"p) = B(p),  ouseja, (T, LT¢) = (B, ¢) .

Se t e b denotam as “fungbes generalizadas” associadas a T' e B, respectivamente, (39.270) pode ser escrita na forma
convencional

N
Zan(x) (D“kt) (x) = b(x), ou seja Li(x) = bx),
k=1
e isso significa que para toda p € 2(R"™),
/n t(z) (LTo)(2) d"z = / b(x)p(x) d"x ,

ou seja,

N k k
|t [Z(l)a pe <aksa><z>] To = [ b)) d's.

k=1
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39.4.1 Solucoes Fundamentais

e A distribuigao delta diagonal

Uma distribui¢do de interesse definida em 2(R?") é a distribuicdo delta diagonal, ou distribuicdo delta de Dirac
diagonal, definida para ¢ € 2(R?") por

5(¢) = ((x, ) d"x .

R™
Essa definigdo pressupoe uma decomposi¢do (ndo canonlca) de R?" na forma R™ @ R™. Provar que realmente se trata
de uma distribuicio em Z(R*") é deixado como exercicio. E claro que

50 = [ dle =) v dady

Essa tltima expressdo mostra que a “fungao generalizada” associada & distribuigao delta diagonal é é(x — y). Percebe-se
também que se ¢ é da forma ¢ = ¢ ® 1, com @, 1 € P(R"), entdo

Me®v) = To@) = Ty(®),
com T, definida em (39.170).

e Solugoes fundamentais de operadores diferenciais lineares

Seja um operador diferencial linear £ da forma
= g ax(x) D E ap(r) ———— »
af an
—1 Ox,' - 0xp
onde ai, ..., ay sdo funcdes infinitamente diferencidveis em R” e o', ..., o sdo multi-indices distintos.

Seja h € Z(R"™) e considere-se se a equacao diferencial ndo homogénea
Lu = h. (39.271)

Equagoes desse tipo ocorrem com grande frequéncia na Fisica. Essa equacao inspira considerarmos a equagao diferencial
distribucional para U € 2’'(R") dada por
LU =Ty, (39.272)

onde T, ¢é a distribuicdo regular definida em (39.169).

Uma distribuigao F' € 2'(R?") é dita ser uma solucdo fundamental do operador diferencial linear £ se
(L®LF = 9§, (39.273)

onde J no lado direito é a distribuicao delta diagonal definida acima e 1 é o operador identidade. Assim, se F' é uma
solucdo fundamental do operador linear £, vale para toda ¢ € Z(R?")

F((£T®1)¢) = 6(0) -

Se uma solugdo fundamental F do operador linear £ for fornecida, afirmamos que uma solugdo U € 2'(R"™) da
equagao distribucional (39.272) é dada por

Ulp) = F(p®h), pe2R"). (39.274)
De fato, para todo ¢ € Z(R"™) teremos,
(LU)(p) = ULTy) = F((£Tp)@h) = (L@DF)(p®h) = dp®h) = Tuly),

provando que LU = Tp, como desejavamos.
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A existéncia de solugbes fundamentais para operadores diferenciais lineares ndo é automaticamente garantida e para
tal diversos teoremas foram demonstrados, entre os quais encontra-se o importante teorema de Malgrange®!-Ehrenpreis®?
(demonstrado entre 1954 e 1955), o qual estabelece que operadores diferenciais lineares a coeficientes constantes sempre
possuem solugoes fundamentais. Vide, e.g., [581].

e A questao da unicidade de solugoes fundamentais

Se para um operador diferencial £, como acima, existir uma solugao fundamental F', esta pode nao ser tnica. Se
g for localmente integravel e satisfizer (Lg)(x) = 0 para todo € R™ (ou seja, se g for uma solugao forte da equagao
Lu =0) valerd LT, = 0 pois, para todo ¢ € Z(R"),

(39.15)
(LTg)(p) = To(LTp) = / 9(@) (LT¢)(z) d"z "= / (Lg)(x) p(z) d"z = 0.
Concluimos disso que se F' é uma solugao fundamental de £, entdo qualquer distribuigao de 2'(R?") da forma
F4+T,0V,

com V € 9'(R™), arbitraria, serd também uma solugédo fundamental de L.

39.4.1.1 Solugoes Fundamentais como Fungoes Generalizadas

A nogao de solugao fundamental do operador linear £ é talvez mais facilmente explicada em termos da “funcao genera-
lizada” F(x, y), ¥, y € R", associada & distribuicio F' agindo em Z(R?"). F ¢ dita ser uma solugao fundamental do
operador linear £ se

isto é
6'“
Zak . P y) = o).
1 - 0xp™
Assim, para ¢ € 2(R?"),
/ (LxF(ac, y))((x, y)dtzdy = C(z, z)d "z . (39.276)
R27L RTL

Em particular, para duas fungoes de teste quaisquer ¢, 1 € 2(R") tem-se

/ ) / ) (LzF(x, y))sa(:c)w(y) d"zd"y = / ) o(x)(z) d'x (39.277)

/n [/ (L”F(% y))w(y) d”y—w(fc)] o(x)d"z = 0.

A validade dessa relagdo para todo ¢ € Z(R"™) implica a validade no sentido de distribuigoes da igualdade

ou seja,

| (eeF@ )i @y = via) (39.278)
para cada ¢ € 2(R™). Também de (39.277), obtemos

L re w(etem)ow avay = [ ot ay.

ou seja,

/n { . F(z, y) (Lftp(m)) d*z — (p(y):| b(y) dy = 0.

51Bernard Malgrange (1928-).
52Leon Ehrenpreis (1930-2010).
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A validade dessa relagao para todo ¥ € Z(R™) implica a validade no sentido de distribui¢oes das igualdades
/ F(z, y) (Lfga(:c)) d"z = o(y) ou, equivalentemente, / (LmF(:c, y))gp(z) dz = p(y), (39.279)

para cada ¢ € Z2(R"). Comparar cuidadosamente com (39.278). O exemplo do operador Laplaciano em R? apresentado
a pagina 2234 ilustra bem as diversas relagoes acima.

e Solugoes fracas e solugoes fundamentais

Se uma fungao F(z, y), definida para x # y, for solu¢ao da equacao diferencial £, F(x, y) = 0 na regido nao diagonal

x # y (comparar com (39.275). Uma tal solugdo é denominada solugdo fraca da equagdo diferencial em questao), entao

a fungdo F' serd uma solugao fundamental de £, se adicionalmente satisfazer a primeira relagdo de (39.279) para toda

v € Z(R™). Um exemplo disso serd discutido logo adiante (pdgina 2234), quando tratarmos do operador Laplaciano em
3

R

e Mais comentarios sobre a utilidade das solugoes fundamentais. O método da fungao de Green

Ja observamos que a nocao de solugao fundamental de um operador diferencial linear é 1til por oferecer solugoes
distribucionais & equagao (39.271)—(39.272). E ttil discutirmos isso empregando a notagao de fungao generalizada. Se
U € 2'(R") satisfaz (39.272), tem-se para todo ¢ € Z(R") que (LU)(¢) = Tr(p). Denotando por u(x) a funcao
generalizada associada a U, isso fica

/n ((Lu)(x) _h(I))(‘p(I) iz = 0,

e temos no sentido distribucional a igualdade
(Lu)(z) = h(z), (39.280)

que corresponde a uma versao distribucional de (39.271). Como vimos em (39.274), podemos tomar U(p) = F(p ® h),
igualdade essa que na notacao de fungoes generalizadas fica

| @@ e = [P pelhe) @ady. ousn u@) = [ P ph) &y

Com isso, (39.280) transforma-se em
[ &P h) ' = hia).

em concordancia com (39.279) e com (39.275).

Em resumo, se F'(x, y) é a fungdo generalizada associada a uma solu¢do fundamental F' do operador diferencial linear
L, entdo a equagdo nao homogénea Lu = h com h € Z(R"™) tem uma solucao distribucional dada por

u(z) = /]R% F(z, y)h(y) d*y . (39.281)

O exposto acima reexpressa as consideragdes que fizemos entre (39.271) e (39.274).

Em muitos problemas, exige-se que a solugdo da equacdo L,u(x) = h(z) satisfaga certas condigoes de contorno (de
Dirichlet, de Neumann ou mistas) na fronteira de um dominio aberto Q C R”™. Solugdes fundamentais que conduzem
a solugoes que satisfacam condigoes homogeéneas desses tipos sdo denominadas fungéoes de Green®® (para condicoes de
contorno de Dirichlet, de Neumann ou mistas). O método de resolucéo de equagdes diferenciais parciais sob tais condigoes
de contorno por meio da determinacao da funcao de Green adequada é denominado método da funcdao de Green. O método
da fungao de Green é de grande relevancia em Fisica, como discutido na Secao 45.11, pagina 2668. Também no Capitulo
19, pagina 1050, encontramos o método da fungao de Green no tratamento do problema de Sturm-Liouville.

Uma questao importante é a de se saber quando o lado direito de (39.281) define uma fungéo, ou seja, quando u é uma
solugao forte da equagdo Lu = h ou, equivalentemente, quando a distribuigdo U dada em (39.274) é uma distribuigao
regular. O lado direito de (39.281) definird uma funcéo se, por exemplo, F(z, y) for uma fungdo definida quase em
toda parte, tal como no exemplo do operador Laplaciano, discutido & pagina 2234. Isso ocorre em diversos exemplos de
interesse, como veremos adiante e em exemplos da Secao 45.11, especialmente quando £ for um operador eliptico. Uma

53George Green (1793-1841).
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parte importante da literatura matemaética da teoria das equagoes a derivadas parciais lineares é dedicada a essa questao.
Mencionamos nesse contexto os importantes Teoremas de Weyl, de Friedrichs e de Hérmander (vide, e.g., [581]).

e Uma propriedade de solugoes fundamentais

Dada uma solucio fundamental F' € 2'(R?") de £, podemos obter uma distribuigao Fy € 2'(R™) satisfazendo
LFy = &
por meio do seguinte procedimento. Para ¢ € Z(R") fixo, defina-se G € 2'(R"™) por Gy (¢) = F(p ® ). Teremos

LGy(p) = Gy(LTp) = F((LTp)ey) = (L@1F)(p@y) = dlp o) = Ty(p).

Assim, tomando-se ¥, € Z2(R™), n € N, uma sequéncia delta de Dirac centrada em 0, podemos definir

Foly) = lim Gy, (p) = lim Flo®n),
e teremos

LFo(p) = Fo(LTp) = lim Gy, (L7p) = (LGy,)(p) = lim Ty, (¢) = dole),

lim
n—oo n—0o0
mostrando que LFy = dg.

Como veremos, no caso em que o operador £ tem coeficientes constantes, a existéncia de uma distribuigao Fy € 2'(R™)
satisfazendo LFy = 0y equivale & existéncia de uma solugdo fundamental satisfazendo (39.273).

39.4.1.2 O Caso de Operadores Lineares a Coeficientes Constantes

De grande importancia para o estudo de muitas das equagoes diferenciais encontradas na Fisica é a situacao na qual o
operador diferencial £ considerado (agindo em fungoes suficientemente diferencidveis em R™) tem coeficientes constantes,
ou seja, tem-se

al A lo"|
L = Z ag DY = Z Q. ﬁ (§] (39282)
k=1 k=1 Oz '---0zp"
N N k
T |a®| ok || gl
£ = N (=plla D = > (~)l* g, Pt (39.283)
k=1 k=1 zy' - Oan
com ai, k=1, ..., N, sendo constantes. Nesse caso vé-se claramente que £ = L7 se e somente se |ozk| for par para
todo k=1, ..., N.
Seja Fy € 2'(R™) uma distribuicdo tal que
LEFy = b . (39.284)
Se uma tal Fy existir podemos definir uma solugao fundamental F' de £ por
Flp@v) = 2m)"Y?Fy(p* (Ry)) . (39.285)

para @, ¥ € 2(R"), onde (R¢)(z) := ¢(—=x), p € Z2(R™). De fato, teremos

(LoNF)pov) = F(L ) @v) = @n)"2R((L79)« (Rv)) = @n)"/2Fy (L (¢ (Ry)))

= (2n)"2(LFo) (¢ * (Ry)) = (2m)"28 (0 * (RY)) = / p(=y)v(-y)d"y

n
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estabelecendo que (£ ® 1)F = §, como querfamos. Acima, na terceira igualdade, usamos o fato que, se os coeficientes de
L forem constantes, valera

(2m)"/2((£7 @) x Ry)) (x) = / L)@ —y)(—y)dy = LT / pla—yp(—y)d'y = @) (L7 (px (RY))) (@) -

n n

E interessante expressarmos a distribuicdo F' definida em (39.285) usando a notagao de fungoes generalizadas. Deno-
temos Fy(¢) por [p, Fo(x)¢(x)d™x. Teremos por (39.285)

Fle@v) = 2m)"PFo(p (RY) = | Fo(@)(p+ (Rv))(@)d"a

= / ) ( | Fo@)e@ —y)i(-y) d":v) d"y = / ) / Fo(w = y)p()y(y) d"ed"y

mostrando que F(z, y) = Fo(z — y).
As consideragoes acima mostram-nos também que dada uma distribuicao Fy € 2'(R™) satisfazendo (39.284) e dada
h € 2(R™), a distribuicdo U dada por
U(p) = 2m)"*Fy(p+(Rh)), @€ 2(R"), (39.286)
satisfara
LU =Ty . (39.287)

Em termos de fungoes generalizadas (39.286) fica

U(p) = /n u(z)p(z)de , com u(z) = /n Fo(z —y)h(y)d™y . (39.288)

Assim, uma distribui¢do Fy € 2’'(R™) satisfazendo (39.284) fornece diretamente uma solugao distribucional & equagao
nao homogénea (39.271)—(39.272).

Por essas razoes, dado um operador £ com coeficientes constantes, uma distribuicdo Fy € 2'(R™) satisfazendo
(39.284) é também dita ser uma solugdao fundamental associada ao operador £. Na maioria dos livros-texto, a nogao de
solugao fundamental para operadores diferenciais com coeficientes constantes é apresentada por meio de (39.284). Nossa
defini¢ao (39.273) é mais geral e engloba a nogao de solugdo fundamental para operadores diferenciais com coeficientes
nao necessariamente constantes.

e O exemplo do operador Laplaciano em R?

. , . 2 2 2
Um exemplo importante se d4 no caso do operador Laplaciano em R3: A = % + % + %, para o qual vale AT = A,
1 2 3

como facilmente se constata pela definigao (39.16), pagina 2146 (vide (39.283)).

Para z, y € R® da forma x = (21, @2, 23) e y = (y1, Y2, ¥3), seja |z =yl := /(21 — y1)? + (22 — y2)> + (23 — y3)*.
A fungao
1 1

drlz -y

1 1
Ay | —— =0, z#y.
1( 47TIIIZ/II)

/Rs (_iﬁ) (Acp(@) &z = ()

para toda ¢ € Z(R"™), como demonstramos com mais generalidade no Teorema 46.1, pagina 2711, do Capitulo 46. Note
que a relagao acima permite escrever
1
A, (7) = —4né(z —vy),
“\llz —yll

F(z, y) = (39.289)

definida para x # y, satisfaz (verifique!)

Além disso, vale
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uma relacdo muito empregada, por exemplo, na Eletrostatica.

A distribuicdo F definida em Z(RR%) associada a funcio F acima é

1 1 .
F - = S A3z d® RS) .

A integral acima é definida no sentido de valor principal. Note o leitor que a singularidade de F(z, y) em = = y é

integravel em R?, ou seja, a funcdo m é localmente integrdvel em R3. Para mais detalhes a respeito da definicao
de integrais envolvendo a funcao m,
Poisson na Segao 46.1, pagina 2708.

vide Apéndice 39.D.1, pagina 2256, e o tratamento da solugao da equacao de

Vemos que a “fungéo generalizada” definida pela fungio F(x, y) dada em (39.289) é uma solugdo fundamental do
operador Laplaciano em R3. Uma outra solucio fundamental pode ser obtida somando & fungao F(z, y) uma outra
funcio H(z, y), definida para todos =, y € R3, que seja uma fungdo harménica, ou seja, que satisfaga A, H(z, y) = 0
para todos z, y € R?. Com esse exemplo, percebemos que solucoes fundamentais de operadores diferenciais lineares nio
sa0 necessariamente tnicas.

Observemos, antes de prosseguirmos, que nem todo operador linear tem por solucao fundamental uma fungao, como
no exemplo do Laplaciano, acima. Em muitos casos a solucao fundamental é uma legitima distribuigao. Tal ocorre
especialmente no caso de operadores hiperbdlicos, como o operador de onda O = A — c%g—;, para o qual a solucao
fundamental em 3 4+ 1 dimensoes envolve uma distribuicao de Dirac. Vide Se¢ao 45.11.3.1, pagina 2677.

e Solugoes fundamentais e transformadas de Fourier

Como j& discutimos, se possuirmos de uma distribuigdo Fy € 2'(R™) satisfazendo (39.284) entdo uma solugao
distribucional de (39.287) é fornecida por (39.286). E importante, portanto, dispormos de meios de obter uma tal
distribuicao Fy de modo mais explicito em casos particulares e, no que segue, discutiremos um método empregado
amiude em Fisica e que faz uso da transformada de Fourier.

Se £ é um operador diferencial com coeficientes constantes, temos para todo f € .(R"™) que
LYFf) = T Pe ],

onde P é um polindomio denominado polinémio caracteristico associado ao operador L. Se £ e LT sdo da forma (39.282)
e (39.283), respectivamente, entao

N
Pelp) == Y (=) lap™,  peR".
k=1

E. 39.59 Ezercicio importante. Verifique! "

Vamos supor que para cada ¢ € .(R") tenhamos também

1

@ = F1 [E?[d)]} e S(R").

Como (LFy)(f) = do(f) para toda f € /(R™), valerd também

n(e) = (ER)e) = RaeTy) = R (€757 [ o510l] ) = £ (07 1)) = Fo(o).
Logo, concluimos que a distribuigao F; dada por
Fo(¢) = do (:f—l [%:f[qb]]) , € .7 (R"), (39.290)

seria uma solugado fundamental associada a £. Naturalmente, ndo é evidente que o lado direito de (39.290) defina uma
distribuigao, pois o polinémio caracteristico P, pode ter zeros que atrapalhem esse propdsito. Como veremos adiante,
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porém, (39.290) pode ser usada em muitos exemplos de interesse em Fisica. De modo geral um resultado fundamental
devido a Héormander, do qual ndo trataremos aqui, garante ser sempre possivel dar sentido & expressio (39.290).

E ttil reapresentar (39.290) de uma forma mais conveniente a certos propésitos. Fazendo uso da notagio de empare-
lhamento para distribuigoes, temos

Obtemos assim a igualdade

| A = s (757 )0) (30201
" PR N ) 39202

Como comentamos, a distribui¢ao do lado direito pode ter de ser definida em termos de valores principais ou de partes
finitas, devido ao fato de P, poder eventualmente ter zeros sobre o eixo real.

Com (39.292) vemos que a fungéo generalizada Fy(z) associada & solugao fundamental Fy é formalmente dada por

1 1 1 ety
Ryw) = G g[ﬁ} @ = G /R S - (39.203)

Com isso, a solugdo da equacao ndo homogénea Lu = h fornecida em (39.288) é também dada formalmente por

1 1 .
u(z) = W/ ¥ [ﬁ} (@ —y) h(y) d"y . (39.294)

Para certos operadores £ ¢é possivel dar sentido matematico a (39.293) e (39.294), como veremos nos exemplos tratados
adiante, assim como na Segao 39.4.1.3 e, informalmente, na Segao 45.11, pagina 2668. Nesses casos felizes as expressoes
(39.293) e (39.294) sdo muito titeis para a obtencao de solugdes explicitas de equagoes diferenciais lineares a coeficientes
constantes e nao homogéneas, o que inclui muitos exemplos de interesse fisico, como os tratados nas se¢oes supracitadas.

Antes de analisarmos exemplos do uso de (39.290) precisamos fazer algumas colocages sobre aquela solugao.

e Comentarios sobre a solugao (39.290) ou (39.292)

Em primeiro lugar, cabe notar que (39.290) ou (39.292) nao definem univocamente uma solu¢ao fundamental associada
a L, pois sempre podemos acrescentar ao lado direito uma distribuicao V' que seja solugao da equacao homogénea
(L®1)V =0.

Um segundo comentdrio, também pertinente & unicidade da solugdo (39.290), ou (39.292), e que particularmente
concerne casos em que £ é um operador hiperbdélico (como o operador de onda, ou d’Alembertiano), é o seguinte. Como
j& comentamos, certos cuidados devem ser tomados para que se dé sentido ao lado direito de (39.290) ou de (39.292)

enquanto uma distribuicdo. Em certos casos a expressao J ! [%’f [qﬁ]} tem de ser definida em termos de valores principais

(ou partes finitas), o que pode conduzir a certas ambiguidades e & diversas solugoes distintas da equagdo (39.273). E
de se notar aqui que se houver duas solugoes distintas, F' e G de (39.273) combinagdes lineares do tipo AF + (1 — \)G
fornecem também solugoes mais gerais. Assim, essas ambiguidades, se surgirem (e, de fato, surgem em equagoes de onda
nao homogéneas, quando £ é hiperbdlico, levando as chamadas fungoes de Green retardadas e avancadas), podem ser
bem vindas.

¢ Um exemplo ilustrativo

Consideremos a equacdo diferencial linear ndo homogénea e a coeficientes constantes®

(i% - wo) u(t) = h(t), (39.295)

54Lars Valter Hérmander (1931-2012).

55 A equagdo (39.295), como toda EDO, é hiperbélica, e o operador i% — wp ¢é hiperbdlico, fatos mencionados j& na primeira linha de [261].
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4
dt

Foto) = b (57 g10l] ) = o= [ S gy — (v, i) = - (oveu, ).

27 oo P —Wwo 27

com wy € R, constante, e h € #(R), uma funcdo dada. Temos £L =15 —wp e P (p) =p — wo, p € R. Assim,

Podemos agora prosseguir usando os resultados sobre transformadas de Fourier de distribuigoes. Por (39.251), temos

(@) = o (TVPuy, 0) 2 5T, (irjey, 0) = Fi / e (H (1) — 1/2)6(t) dt

27 oo
com H sendo a fungao de Heaviside (39.174). Reconhecemos que Fy é a distribuicao regular associada & fungao
Fy(t) = Fie ™' (H(£t) — 1/2) . (39.296)

Devemos aqui fazer notar que v(t) = e~ 0! § uma solucao da equacio homogénea (z% fwo)’u(t) = 0. Assim, reconhecemos
que podemos reduzir (39.296) ao par de solugdes

Fi(t) = Fie “"H(£t), (39.297)

como solugdes fundamentais associadas a £. As correspondentes solugdes particulares de (39.295) séo

[e'e] t
uy(t) = / F (t—th(t)dt' = —i / e o= pydt (39.298)

w () = / Fo(t— )R dt = +i / =0t (')’ (39.209)
oo t

A solugéo uy é dita ser uma solugao retardada, pois uy depende de valores de h(t') para ¢’ < t. J4 a solugdo u_ é dita
ser uma solu¢do avangada, pois u_ depende de valores de h(t') para t’ > t.

As solugbes avancada e retardada satisfazem a mesma equacdao nao homogénea (i% — wo)ui (t) = h(t). Assim, a
diferenca uy — u_ deve ser uma solugio da equagao homogénea (i< — wo)v(t) = 0. De fato, vemos de (39.298)-(39.299)
que

w(t) = u () = (= iV2rF ] wo) ) et

é solucao da equagao homogénea, devido ao fator e =t (o fator —iv/27F ~1[h](wp) é uma mera constante multiplicativa,
pois independe de t).

Vemos explicitamente nesse caso simples, portanto, que a diferenga entre a solugao retardada e a avancada é uma
solucao da equacao homogénea.

E interessante comparar o problema que acabamos de tratar com outro similar, o da equagao

(i% —~ w*) u(t) = h(t), (39.300)

onde agora w, € C, constante com parte imaginaria nao nula, e onde, como antes, h € .(R), uma fungido dada. Vamos
escrever w, = wp + w1, com wy € wy reais e wy # 0.

Temos £ = i% —wy e Pr(p) =p—ws, p € R. Aqui, (39.292) fica, para a fun¢ao generalizada Fyp,

1 1 1 [ et (39.127) -
Ft) = —F | — tz—/ ———dp =" isgn(w1)H(—sgn (w)t)et
0= 5= 5] 0 - 5 [ e (on) (= s (1))
onde sgn é a fungao sinal. Para cada w; ha, portanto, apenas uma solugao, ao contrario do que vimos acima quanto w;
era real (e wy era nula). A solugdo aqui é ou retardada (quando w; < 0) ou avangada (quando w; > 0). Ao fazermos
formalmente |w;| — 0 recuperamos as solugoes fundamentais (39.297) dependendo do sinal de w; quando o limite é

tomado.
% %k %

Os comentarios dos exemplos acima sobre solugoes retardadas e avancadas sao relevantes, pois os mesmos fendmenos
sao observados em outras equagoes hiperbédlicas, como a equacao de ondas forcadas Ou = h, que estudaremos oportuna-
mente.
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39.4.1.3 Alguns Exemplos Fisicamente Relevantes

Vamos agora ilustrar as ideias acima com alguns exemplos de interesse em Fisica. Um tratamento mais informal é
oferecido na Secao 45.11, pagina 2668.

e O oscilador harménico for¢gado unidimensional

Considere-se a equagao diferencial (% +wd)u(t) = h(t), com wy > 0, constante, e h € .#(R) uma funcao dada. Essa
é a bem conhecida equagdo do harmoénico for¢gado unidimensional (onde wg = y/k/m, k > 0 sendo a constante da mola e
m > 0 a massa da particula e h(t) = f(¢)/m, com f sendo uma forma externa aplicada & particula, dependente apenas

de t). Adotando-se L = j—; + w2 temos nesse caso Py (p) = —p® + w2 = —(p—wo)(p+wo), p € R. E conveniente escrever

1 1 ( 1 1 )
Ps(p) 2o \p—wy PpHwy/)’
e com isso

— —o00

- (<VPW F19]) — (VP-an; ?[¢]>> = - 47T1w0<<3"[VPwO], 8) — (TP, ¢>> |

Podemos agora prosseguir usando os resultados sobre transformadas de Fourier de distribui¢ées. Por (39.251), temos

i<3rva ¢> (39:251) ;i<Tew0(Hi_1/Q>, ¢> = ;i/ e ol (H(+t) — 1/2)p(t) dt e (39.301)

27 oo

1 (39.251) . [ +iwot
2—<3‘VP,UJO, ¢> 2 q:z<Tew(Hi_1/2), ¢> - ;z/ Ot (H (dt) — 1/2)(t) dt (39.302)
Tr — 00

com H sendo a fungdo de Heaviside (39.174). O sinal a ser escolhido em (39.301) é independente do de (39.302). HA4,
portanto, quatro possibilidades de escolha de sinais.

I. Escolha ——. Nesse caso Fy é a distribuicao regular associada a fungao

Ft) = i(e—iwm([{(t) —1/2) — ™ot (H(t) — 1/2)) = —wio sen(wot) (H(t) — 1/2) .

Como sen(wopt) é solucao da equagdo homogénea (;—:2 + wg)u(t) = 0, podemos simplificar a solu¢ao acima para
1
Fo(t) = ——sen(wot)H (t) . (39.303)

wWo

I1. Escolha ++. Nesse caso Fj € a distribuicao regular associada a fungao
i

Ft) = Q—W(ewot(y(—t) —1/2) — ot (H(~t) 1/2)) = wio sen(wot) (H(—t) — 1/2) .

Como sen(wpt) é solucao da equagdo homogénea (j—; + wg)u(t) = 0, podemos simplificar a solu¢ao acima para
1
Fo(t) = — sen(wot)H(—t) . (39.304)

Wo

ITI. Escolha —+. Nesse caso Fj é a distribuigao regular associada & fungao

Folt) = ;—bi(e’“ot(H(t)71/2)+ei“’0t(H(—t)71/2)).
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Como e~ ™ot ¢ g0t s30 solucdes da equacio homogénea (% + wg)u(t) = 0, podemos simplificar a solugao acima para
—1i , - 1 —i
Fo(t) = ———-( THOTH (t) 4 e H (—t ) = —— tH(t) + —e™*
(1) = 5o (7 H) + = H (1)) = ——sen(wot) H(0) + 5"

onde usamos que H(t) + H(—t) =1 (o que é verdade exceto em ¢t = 0, um conjunto de medida nula). Assim, novamente
descartando o tltimo termo, por ser solugdo da equagao homogénea, reobtemos a solugao (39.303).

IV. Escolha +—. Nesse caso Fy ¢é a distribuicao regular associada a fungao
i

Folt) = Q—W(e_iWOt(H(—t) —1/2) + &0t (H(t) — 1/2)) .

Como e~ ™ot ¢ ™ot 530 solucoes da equaciao homogénea (% + w? )u(t) = 0, podemos simplificar a solugao acima para
i , - 1 i
Fy(t) = —(e*“"otH —t) + et g t) = —sen(wot)H(—t) + ——e™“0t
) = 5 (-1 (1) = - senwot) H(=) + 5=t

onde usamos que H(t) + H(—t) =1 (o que é verdade exceto em ¢ = 0, um conjunto de medida nula). Assim, novamente
descartando o dltimo termo, por ser solu¢do da equagdo homogénea, reobtemos a solucao (39.304).

H4, assim, duas particulares solugoes distintas para a equagao nao homogénea (j—; + w%)u(t) = h(t):
]‘ ¢ / / / ]‘ > ! ! !
Upet(t) 1= —— sen(wo(t —t'))h(t") dt e Ugw(t) = — sen(wo(t —t))h(t") dt’ .
wWo J—o0o wo J¢

Essas sao as solugoes retardada e avancada, respectivamente.

E. 39.60 Ezercicio. Constate que

1 o0 sen (wot e cos (wot o0
Uret (1) — Uaw(t) = —— sen(wo(t — t'))h(t/) dt’ = —ﬂ / cos (wot')h(t') dt’ + M/ sen(wot')h(t/) dt’
wo J o wo — 0 wo — oo
e que essa é uma solu¢do da equacdo homogénea (% + wg)u(t) =0. o

e O exemplo do Laplaciano em R?. A equacgao de Poisson revisitada

Consideremos a equagio de Poisson Au = h em R3 com h € .#(R?). Nesse caso consideramos o operador £ = A
para o qual temos £ = A = £ e cujo polinémio caracteristico associado é Pa(p) = —||p||?, com p = (p1, p2, p3) € R® e
com [|p||* = p + p3 + p3.

Uma solugo fundamental Fy para A em R? serd tal que para toda ¢ € . (R?) teremos (AFp)(p) = do(¢). Assim,

como AT = A vale Fy(Ag) = dp(p). Tomemos ¢ da forma ¢ = F~1 [ﬁ?[qﬁ]} ,com ¢ € .7(R3). Como AF~1 =TF 1Py,
segue que

1
() = (AR)() = Fldg) = Fa (57 | 5-010l] ) = R (5 [516]) = Fale)
Assim, estabelecemos que uma solugao fundamental de A é a distribuigao Fj dada por
Fo(¢) = do (3"1 [%?W]D . eI R). (39.305)
A

O lado direito da igualdade em (39.305) é dado por

o (97 5590]) = e L (e ro@as) ety
= - o /”,,.|<R </]R o) d%) e

= — lim L/ / ﬂd% () d>z
R—=oo (27)3 Jrs \ Jypi<r P2 '
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A inversdo da ordem das integrais é novamente permitida pelo Teorema de Fubini (daf ser necessirio limitar a integral
em p para a regido ||p|| < R). Para cada x # 0 calculamos a integral em p adotando um sistema de coordenadas esféricas

com eixo “z” na diregao de z, escrevendo

7m:p
/ 5 dp = / / / ﬂT”xlcosedrseanHdgo = 271'/ / e~ rllzleos O g senfde |
i<z PN -
sen(r||:c||)

sendo 7 = ||p||, ¢ € (-, 7] o angulo azimutal e 6 € [0, 7] o angulo zenital. Agora, [, e~ rllzleost senfdh = 2—pr - ©

ficamos com 47 fR M dr = ”x” fR sens ds. Logo,

|zl
4 . R sens L3
Fo(¢) = ~ G <R1£20/0 Tds) /]Rg¢(x)md:c.
R

sens

Como, sabidamente, lim
R—o0 J S

solucdo fundamental de A em R? ¢ a distribuicio Fy dada por

™ . . , . ;
ds = 5 (isso se prova facilmente pelo método dos residuos), concluimos que uma

1 1
R6) =~ [ o) podn. s SR,

Na notacio de funcoes generalizadas, a solucdo fundamental de A em R? obtida acima é dada por

1 1

_— c R?.
e "

Fy(x) = —

Conforme ja comentamos, uma solugao fundamental mais geral é obtida adicionando-se a esta uma solucao u da equagao
de Laplace Au = 0. Do Teorema 46.1, pagina 2711, aprendemos, porém, que se exigirmos que v e seu gradiente decaiam
rapidamente a zero no infinito, entao u devera ser identicamente nula.

Com isso, a solugao (39.286) de AU = T}, com h € .7 (R3) serd

Ulp) = /R3 (—ﬁ/ﬂ{g %d%') p(z)d’x

¢ € L (R?), como facilmente se constata, e conclufimos que uma solucio da equacdo de Poisson Au = h com h € ./ (R?)
é dada por
1 h(x'
u(z) = —— / M) 3z’
Am Jgs [z — 2/
Essa solugao da equacdo de Poisson é também obtida com mais generalidade (ou seja, com menos restri¢oes a funcao h)

no Teorema 46.2, pagina 2712.

e O exemplo da equacao de difusao nao homogénea

Consideremos a equagao de difusGo ndo homogénea (% —DA)u = h em R""! com h € #(R"™). Nesse caso
consideramos o operador £ = % — DA para o qual temos £7 = f% — DA e cujo polinémio caracteristico associado é
P(po, p) = —ipo + D|lp||*>, com po € R, p = (p1, - .., pn) € R™ e com [|p||* = pf + - +p}.

Uma solucdo fundamental Fy para £ serd dada por Fo(¢) = 6o (F* [5F[¢]]), ¢ € #(R™). Assim, tomando yp € R
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ey=(y1, .-, Yn) € R™, teremos

Ra(o) = a (575901 )

1 ; 1
= - —i(yopo+y-p) qnt1! qnt!
e
it Lo (o o8y ) ™y
= f;/ </ ei(yopo+y~p)¢(y)dn+1y> 1 dn+1p
(27T)n+1 Rnr+1 Rnr+1 ’Lpo—D||p||2

1 ! ) 1
= — lim lim —— e~ Hwopo+y-p) dntt ) : doad”
R1—00 Ry—o0 (27T)n+1 /”p||<R2 /_Rl (/]Rn+1 ¢(y) y ZpO - DHpH2 Po P

li li / / / e_lyOPO —iy~p¢( ) dn"rl o
— lim lim —_ e Yy yd"p .
Rj—o00 R2*>OO llpll<Rs JRA+1 Ry Zp() — D||p||2

Ry e~ tYopo

Agora, o limite lim dpg pode ser calculado pelo método dos residuos, fornecendo

Ri—oo J_g, ipo — D|p||?

Ry —1iYoPo
€ 2
Ri—oo J_p, ipo — Dllp|[?

com H sendo a funcdo de Heaviside (39.174). Verifique! Assim,

Ro—00 (27T)n

1 1 - .
- W/]R . (W/ o Dyolipll®, zypdnp) Hyo)bly) 4™y

2

1 .
Ro@) = plm —/ o e )y
p< o n+1

_ Ayl

(39.72) 1 e *Dvo
= W/]R“ H(yo)ﬁ $(y) d"y .

(2Dyo
Assim, na notacao de funcoes generalizadas, a solucao fundamental do operador — DA é
_ llwl®
4Dyq
FO(yO7 y):H( )75 yO€R7 yERn
(471'Dy0)

Por (39.288), uma solugao da equagdo de difusao ndao homogénea (% — DA) u = h em R""! com h € S(R"H!) ¢,
portanto, dada por

lz—yll®

e 4D(t—yo)
u(t, r) = / Fo(t = yo, © —y) h(yo, y) dyod™y / / = h(yo, y) d"ydyo; teR, zeR".
R+ " J(4nD(t — o))

(39.306)

E. 39.61 Ezercicio. Verifique explicitamente que

2
_ ==yl

(5 - 08:) [ Hlt - s | = e = )0 ).
o (47Dt — o))"
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39.5 Exercicios Adicionais

E. 39.62 FEzercicio dirigido. [A transformada de Fourier de Gaussianas via integragio complexa]. Desejamos demons-
trar a igualdade (39.75)

. 2
Lo s exp (~ 2 (v +)°)
- e~ oT i(y+iy)z dr —

Vor e V2a ’

para a e v € C com Re(a) > 0, usando desta vez métodos de integracdo complexa. Acima o = |ale®, sendo —7/2 < 6 < 7/2 (pois
supomos Re (a) > 0) e va = /]af /2

Mostre por completamento de quadrados que vale

(39.307)

_Oémg—i(y-l—i’}/)m = — .T-l—iM Q_L(y_;'_i,y)?
20 4o '
Logo,
1 . \2
Y exp (— (v +1)°)
—az®—i(y+iv)z —
— e de = J, 39.308
V2T [oo V2T ( )
onde
o . 2
J = / exp <—a(m+iw) ) dx .
o 2a
Tomando-se z = x + z“’;—a”) mostre que podemos escrever

2
J = /eio‘z dz
c

onde C = {z + i“’;—a”), x € R} C C é uma linha reta no plano complexo paralela ao eixo real e com parte imagindria igual a

wp = Im ((y;—;"’)) e orientada de x = —o0 a x = +o0o. Vide Figura 39.3, pagina 2242.

Figura 39.3: A esquerda, o caminho de integracgao C. A direita, o caminho de integracao fechado R 4.

O passo seguinte é provar que

/e“’zz dz = / e dz . (39.300)
C

— 00

Ha ::/ 67022 dz
Ra

onde R4 é o retingulo em C indicado na Figura 39.3, pdgina 2242. Como e~ é uma fun¢do inteira (i.e., analitica em toda
parte) na varidvel z, a integral Ha é nula para todo A > 0, pelo Teorema de Cauchy. No entanto, H4 é a soma das integrais sobre
0s quatro segmentos de reta orientados que compdem R4. Constate que a integral sobre o segmento de reta horizontal superior é
Sa = 7f:4A e~o(@+iwo)® g Constate que a integral sobre o segmento de reta horizontal inferior é 14 := f_AA ¢=**"dz. Constate que
as integrais sobre os segmentos verticais do lado e esquerdo e direito sdo

wo o wo o
Ea = —i/ e AT gy e Da = z/ e AT gy
0 0

Para tal, tome-se A > 0 e considere-se a integral

a22
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respectivamente. Constate que
SN2
|e_a(iA+“’) | = exp ( — Re (a(+A + iy)Q))

e que

Re (Oc(:tA + iy)Q) = —Re(a) (A2 - y2) + 2Im (a)yA = —Re () (A + Er; EZ; y) i +

Obtenha disso que

w , jwol
/ R dy' < / " exp ( —Re (a(+A + iy)2)) dy
0 0

e conclua disso que

lim E4 = lim Da = 0,
A—o0 A—o0

ja que supomos Re () > 0. Conclua disso e do fato que H4 = 0 que

lim S4 = — lim lga,
A—o0 A—o0

2 o 2
/ e Y dz = / e dx
C —o0

Escrevamos a = |ale'?, sendo —7/2 < 6 < /2, pois supomos Re (o) > 0. Vamos agora provar que

/ e dz = /T, (39.310)
oo a
com v/a = \/]ae®/?. Constate que vale

/OO e dp = 2/00 e dp = 26_i9/2/ e lel=? dz ,
e 0 L

onde L é a semirreta em C indicada na Figura 39.4, pagina 2244.

ou seja, que

como queriamos mostrar.

—lalz?

Para calcular fL e dz tomamos novamente A > 0 e consideramos a integral

Ka ::/ el gy
L

Como e é uma fun¢do inteira de z temos K4 = 0, pelo Teorema de Cauchy. A integral que define K4 é a soma das integrais nas
trés partes que compdem L 4: dois segmentos de reta e um arco de circulo. Vide Figura 39.4, pagina 2244. Constate que essas integrais
sdo dadas por

—lalz?

072 [ 2 4 2 o/ 2 2
14 = —€9 / e " dp, 24 = / e lale dp e 34 = / exp (f|a|A e“") dp .
0 0 0
Constate que
0/2 _
134] = / exp (~la] 4% dy
0

e, portanto, que lima_o 34 = 0. Conclua do fato que K4 = 0 que temos lima 00 14 = —lima_, o, 24. Obtenha disso que

—1i60/2
/oo eiaﬂde _ 67i9/2 /Oo ef\a\pzdp _ ¢ / /oo e*\a\Pde — ﬁ — 1 ™ ,
0 0 2 — 0o 2,/'0['@19/2 2 «

101/2 - o] 2 _ 10l —Re(a)a?
< exp (—|alA® cos (2¢)) dp < o exp (—|a]A%cos () = o€
0
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6/2 6/2 34

2 A

A

Figura 39.4: Esquerda: o caminho de integracao L, uma semirreta que parte da origem e estende-se ao infinito formando
um angulo de /2 com a horizontal. Direita: caminho de integracdo L4 e as trés partes que o compoem: o segmento de
reta 14 (que parte da origem, tem comprimento A e forma um angulo de 6/2 com a horizontal), segmento de reta 24
(idéntico ao intervalo [0, A] do eixo real) e o arco de circulo 34 (de raio A e abertura 6/2, centrado na origem).

o que implica (39.310). Reunindo (39.310), (39.309) e (39.308), estabeleca que

e ()

1 o —az?—i(y+iv)z
— e ‘ dr = ,
V2T /,oo V2«
que é a relacdo (39.307) ou (39.75), como desejado. Isto também completa uma demonstragio alternativa do Coroldrio 39.1, pagina
2165. o

E. 39.63 FEzercicio dirigido. [A transformada de Fourier de Gaussianas usando séries de Taylor]. Sejam o > 0 e

~v € C, constantes, seja a fungdo h(z) := emort T ¢ #(R) e seja h := F[h] sua transformada de Fourier. Usando a expansio de
Taylor da exponencial, temos

7 1 o —az? (—i x 1 o —ax? G _Zp + ,_y)’n n
h(p) = E/ e eI 4y = E/ e <Z (Tx de
—o0 —o0 —0

1 G (_Zp + fY)n /OO —az? n
= e z"dx .
worD D

—o0

Justifique a troca da série pela integral, acima. Note agora que os termos com n impar anulam-se, pois h é uma fun¢do par. Temos,

~ . 2m
portanto, h(p) = b= 3707 LU [0 emen®y2m gy Agora,

o —az? 2m o —az? 2m =az? 1 < m4 5 — 1 1
/ e z? dm:2/ e " dy T 0 / eIl g = T F(er—),
o 0 a§+m 0 aztm 2

onde I" é a Fungcdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 408). Usando, (7.19), pagina 415, obtenha disso

i 2
I
p 2c m! 4o 2c ’

que € o resultado obtido em (39.72). o,
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E. 39.64 Ezxercicio dirigido. [A transformada de Fourier da funcao 67714]. Seja v > 0, constante, seja a fungdo

h(z) = et e 7 (R) e seja h := F[h] sua transformada de Fourier. Usando a expansio de Taylor da exponencial, temos

R 1 o4 (72)71 1 o (72)71 oy
h(p :—/ e 7 e P d / z2"p" | dx = — p"/ e 7 2" dx .
() Vor J_ oo Vor = 0 n! o2 n! oo
Justifique a troca da série pela integral, acima. Note agora que os termos com n impar anulam-se, pois h é uma funcdo par. Temos,
7 o) —1)™  2m oo —vzt 2m
portanto, h(p) = \/% Yoo ((znz)! p? e z?™ dx. Agora,

=~z 1 i, lym 1 1
/ e P dy = 2/ e P dy P T m / eIt E g = T L <— + _m) ;
oo 0 2vit% Jo 2yatE 4 2

onde I" é a Fungcdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pdgina 408). Portanto,
1 = (=)™ p?m <1 m)
— Tr(+—=). 39.311
(») W mZ:O @m)! ~% \17 2 ( )

Mostre, usando essa expans3o, que il(p) € uma fun¢do inteira na varidvel p. Essa expressdo permite vislumbrar a estrutura analitica de
h como fungdo de 1/v € C: a mesma possui um ponto de ramificacdo de ordem 1/4 em 1/v = 0.

>

No Exercicio E. 39.65 apresentamos uma outra estratégia para determinar h. o+
E. 39.65 Ezercicio dirigido. [A transformada de Fourier da funcao e‘"”‘4]. Seja v > 0, constante, seja a funcdo
h(z) = et € Z(R) e seja h := F[h] sua transformada de Fourier. A funcdo h satisfaz h'(z) = —4vyz’h(z ), ou seja, vale

Ph = 4i7Q>h. Aplicando-se a transformada de Fourier a essa expressdo e usando-se (39.44), obtém-se Qh = —4iyP? h, ou seja, h( )
satisfaz a equagdo diferencial A"’ (p) — L;Dh(p) =

As solugdes da equacio diferencial 3"’ (p) — apy(p) = 0 com a € C, constante, podem ser obtidas pelo método de expansio em série
de poténcias, pois trata-se de uma equacio diferencial ordindria linear regular de ordem trés (vide Se¢do 14.6, pagina 768 e Secdo 15.1,

oo
pagina 825). Procurando-se solu¢des na forma y(p) = Z cnp™, mostre que os coeficientes c,, satisfazem as relacdes de recorréncia
n=0
a
cs = 0, Cntda = n € Ny . (39.312)

(nt ) n+4)n+2) ™

sen 7 W2 —1 oo . 7 ~
Como c3 =0, t.em—se Cik+3 = 0 para todo k € mo. No caso especifico de h temos h'(0) = Word fTOO yh(y)dg{ =0, pois h é uma fungdo
par. Portanto, interessa-nos impor que ¢; = 0, implicando cax4+1 = 0 para todo k € INg e, com isso, poderdao ser ndo nulos apenas os
coeficientes cai, € car+2, k € INo, ou seja, os coeficientes cp, ca, cs, ci2, etc., todos proporcionais a co, e os coeficientes cz2, cs, Ci0, Ci4,
etc., todos proporcionais a cz. Usando as férmulas de recorréncia (39.312), mostre que

x (4k — 3)MN & (4k — DN
= — = — IN.
Cak o (4k))' Co e Cak+2 a (4k T 2)! c2, ke
Com isso, mostre que A
h(p) = Lihi(p, 7) + I2h2(p, ) , (39.313)

onde I e I5 sdo as constantes

—/ et as — L/ L o= 2L [T ety = (LG VT
V2r ) oo Ver Vor ) e Var 2I'(1/4) °

I’ sendo a Fungcdo Gama de Euler (vide Capitulo 7, pagina 408), e onde

> 4k—3”' 4\ F > (4k — 1)/ pt\*
hl(p, "}/) = 1/4< +Z ' (47) > 5 h2(p7 ’7) = 2 3/4( +Z 4k+2 (47) .

[1 =

=1 =1

Mostre, usando essas expansdes, que hy e hy s3o fungdes inteiras da varidvel p. Mostre, usando as expansdes e propriedades da fungdo
Gama de Euler, que a expressdo acima para h coincide com a de (39.311).

Essas expressGes também permitem vislumbrar a estrutura analitica de h como funcdo de 1/y € C: a mesma possui um ponto de
ramifica¢do de ordem 1/4 em 1/y = 0. o,
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E. 39.66 Ezercicio. Usando as mesmas ideias do Exercicio E. 39.65, obtenha a transformada de Fourier da funcio exp ( — vzt 4

az® + Ba? + 617), com~y>0eaq, #, 6 €C, emtermos de expansdes em séries de poténcias. o+

E. 39.67 Ezercicio. Usando as mesmas ideias dos Exercicios E. 39.63 ou E. 39.65, obtenha a transformada de Fourier da funcdo
67’“6, v > 0, em termos de expansdes em séries de poténcias. *

E. 39.68 Ezercicio dirigido. Para 8 > 0, constante, seja a funcdo

1

M=) = cosh (ﬁx) '

x € R. Sabemos do Exercicio E. 39.1, pagina 2140, que h € .(RR). Mostre que

Fhl(y) = \/gﬁ (30.314)
COS. EE

Observe que segue facilmente disso que para a funcio
1
hz) = —F——F—— vale Fh = h, (39.315)

cosh (\/g m)

ou seja, essa fungdo h tem a si mesma como transformada de Fourier!

Sugestdes. Observe que h(z) = ZH_EQ—;/,T Logo,
1
2 o ghr s=28z 1 o olz—izg)s 1
Flh(y) = eIV gy *=2 / ds = (1im1),
[ ](y) /_271' /700 1+62,ﬁx ﬂ /271' o 1+ es ﬁ /_271' a0 a

a G(3—igg)s
onde, para a > 0, I, := / [pnpe ds. Como descreveremos abaixo, o limite lim I, pode ser obtido considerando-se a integral

—a € a— oo

complexa 7{ F(z) dz, onde
Ca
(3—ig5)%

e
1+ e?
e onde (), é o caminho de integra¢do retangular fechado e orientado no sentido anti-hordrio indicado na Figura 39.5, pagina 2246.

F(z) =

2T

Ca

Figura 39.5: O caminho de integragio retangular fechado orientado no sentido anti-horario C, no plano complexo. Aqui,
a > 0 é arbitrario.
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Constate que a integral no segmento horizontal inferior de C, é precisamente I,. Mostre que a integral no segmento horizontal
superior de C, é e™¥/P1,. Mostre que as integrais nos segmentos verticais de C, convergem a zero no limite a — co. Conclua disso que

1

R 1 F(z
/_oo T+e 7 1+ew//3 LE&?{ } '

Agora, a integral fc F(z) dz pode ser calculada pelo método dos residuos. Observemos para tal que F(z) é da forma

F(z) = &Z;, com p(z) = (31352 e qg(z) = 1+¢°
q(z
As fungdes p e ¢ s3o fungdes inteiras (analiticas em toda parte) e ¢ tem zeros somente nos pontos z, = (2n + 1)wi, n € Z,

todos zeros simples (justifique essas afirmagdes!). Ha um Unico desses zeros no interior do retingulo delimitado pela curva C,, a
saber o ponto zp = mi. Sob essas circunstincias o Teorema dos Residuos informa-nos que fca F(z) dz independe de a e que vale
fc ) dz = 2mi Res F'(z0), onde Res F'(20) € o residuo de F' em z9. Como ¢ tem um zero de ordem um em zo vale, por uma férmula
bem conheada, ()
P\zo
Res F'(z0) = 7 (o)
(prove-a ou procure-a, e.g., em [97] ou [18]). Calculando o lado direito e reunindo os resultados, obtenha (39.314). o,

E. 39.69 Ezercicio dirigido. Este exercicio estende o método empregado no Exercicio E. 39.68, pagina 2246. Para 3 > 0, constante,

seja a fung¢do
1

(cosh (ﬁm))Q 7

z € R. Sabemos do Exercicio E. 39.1, pagina 2140, que £ € .“(R). Mostre que

Fl(y) = \/gm (39.316)
Sen 55

L) =

Sugestées. Observe que £(z) = (ET) Logo,
14-e4Pz
2,6 (1 i5g )s
Fe)( / se”dy T2 ,/ / -— ,/ hmI ,
A V2 1 + 6253” 5 1 + 65 5 CHOO
a e(l—iﬁ)s
onde, para a > 0, I, := / (7)2 ds. Como descreveremos abaixo, o limite lim I, pode ser obtido considerando-se a integral
1+ es a— oo

complexa 7{ F(z) dz, onde
Ca
(1—i§%)z
e
F(z) = ——
(1+e)
e onde C, é o caminho de integragdo retangular fechado e orientado no sentido anti-hordrio indicado na Figura 39.5, pagina 2246.

Constate que a integral no segmento horizontal inferior de C, é precisamente I,. Mostre que a integral no segmento horizontal
superior de C, é fe”y/BIa. Mostre que as integrais nos segmentos verticais de C, convergem a zero no limite a — co. Conclua disso

que
o e(l*i%)s
ds = lim F(z .
—c0 (1+65)2 1_e7ry/B a— o0

Agora, a integral fc F(z) dz pode ser calculada pelo método dos residuos. Observemos para tal que F(z) é da forma

p(2)
F(z) = == com p(z) =
q(2) ’
As fungdes p e g sio fungdes inteiras (analiticas em toda parte) e g tem zeros somente nos pontos z, = (2n + 1)74, n € Z, todos zeros
duplos (justifique essas afirmagdes!). Hd um tinico desses zeros no interior do retangulo delimitado pela curva C,, a saber, o ponto zo = .
Sob essas circunstancias o Teorema dos Residuos informa-nos que §, F(z) dz independe de a e que vale §, F(z) dz = 2miRes F(z0),

onde Res F'(zo) é o residuo de F' em z5. Como ¢ tem um zero de ordem dois em zo vale, por uma férmula bem conhecida,

e1mi2p) e q(z) = (1 +ez)2

Res F(zp) = 2p/(zo) _ 2p(20)q"" (20)
( ) q”(Zo) 3 (q”(Zo))2

(prove-a ou procure-a, e.g., em [97] ou [18]). Calculando o lado direito e reunindo os resultados, obtenha (39.316). o,
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E. 39.70 Ezercicio dirigido. Seja f: R — C uma fungdo de teste, ou seja, uma fun¢3o infinitamente diferencidvel e de suporte
compacto. Sua transformada de Fourier é uma fung3o inteira e de tipo exponencial — essencialmente, por ser uma integral absolutamente
convergente da fungdo inteira z — e~ ***. Para outra argumentac3o, vide a discuss3o sobre os Teoremas de Paley-Wiener®® no Cap. 19
de [453].

H4 um caso feliz onde a transformada de Fourier de uma tal f pode ser computada de forma “explicita”, quer seja, por meio de
expansdes em séries. Seja f definida por

_ 1

e 1-22  paraz € (—1,1),

flz) =
0, de outra forma.
Sua transformada de Fourier é
1 ! .
TN = o= T
™ J-1
1 - (72p)n /1 *#2 n
= — e 1-22g" dx
2 7;) n! —1
2 e} (72]7)2” /1 s on
= — e 1-= dx
2 T;) 2n)! Jo
=1 I & (*iP)Qn /1 n—1/2
= — e v (1 dv
27 ,;) @)t Jo ( )
Pela expansdo binomial (15.169), pagina 876, podemos escrever
(1= o) 1/2 ka
F (n—k+1/2)k!
Assim,
>, fzp = (—1)F n+1/2)/ 1y
Ff1p) \/—Z 2n <kZ_O R+ 12k e vvidvy | .

Com a mudanca de varidvel ¢ := v~!, temos

1 oo
/ e vk du = / et =T(—k—1, 1),
0 1

I'(s, x) ::/ et at

define a assim chamada fungdo Gama incompleta superior. Aqui z € (0, o) e s € C.

onde

Assim, concluimos,

0o n k
Tf)(p) = \/%nz%pzn( 1) (Fz(:)+ 1/2) <Zp nfk1+)1/2) I(—k—1, 1)) ) (39.317)

A expressdo (39.317) representa a expans3o em série de Taylor da func¢io inteira F[f](p).

Verifique os detalhes omitidos nos cdmputos acima, justifique as trocas de ordem realizadas entre integrais e séries e discuta a
convergéncia das séries encontradas em (39.317). Sugestdo: para a convergéncia da série em k, deduza e use a simples estimativa
N(—k-1,1)= fol e vuPdy < 1/(k +1). Use também a férmula de Stirling (Sec¢do 7.6, pagina 433) para estimar as fun¢@es I para k
grande. o,

56Raymond Edward Alan Christopher Paley (1907-1933). Norbert Wiener (1894-1964).
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Apéndices

39.A Prova de (39.21)

Nesta segdo demonstramos a desigualdade (39.21), pagina 2149, enunciada na proposigdo que segue.

Proposigao 39.20 Para todo q grande o suficiente, a saber, ¢ > n, vale para todo x € R™

/ 1 e < M
Yy < e
re (14 [lz = yl1)29(L + [ly]])2 (1 + []])?

onde M > 0 é uma constante que depende de q e de n. Uma possivel escolha é M = 2‘1/ (1+ ||y||)7q d™y. a.
R

Prova. Observemos em primeiro lugar que adotando u = 5 e v
péagina 280, obtemos

5 — y na identidade do paralelogramo, equagao (3.34),

2l = Lz o Il 39.A.1
lz =yl + Iyl = Sllel” + 2|5 —y| - (39.A.1)

Observemos em segundo lugar que para todo a > 0 vale (1+a)? = 1+2a+a? > 1+a?. Assim, (1+|jz—y||)2(1+]y])?
(1+ [l = yI*)(1 + [ly]?). Portanto,

A+l =g+l = (e —yl®) (1 +Ilyl*)
= Tz =yl + Iyl + llz =yl [yl
> 1o =yl + P

39.A. 1 2
(@941 1+§Hx||2+2H§fyH (39.A.2)

Logo,

q
dny
(1 + [lz = yll 21+ IIyII)Q)

q
d"y
/”<1 %Hxll“r?H—— I )
q
/ < ) d"y,
1+ zl\ﬂfll2 +2]y?

onde, na tltima passagem, fizemos a mudanca de varidveis y — y + 5. Agora,

/ 1 dny
re (14 [lz —yl))?4(1 + [ly[)*

=

1 ) 1 1
1+ 5Hﬂfll2 +2]ylI© > 1+ §Hﬂfll2 + 5Hy|\2

= [+l + 1+ )|
> [+ 1+ ?
> Sl (1 + )



JCABarata. Notas de Aula. Versio de 9 de maio de 2025, Capitulo 39 2250/3018

Acima, na passagem da segunda para a terceira linha usamos o fato que (1+c¢?) > %(1 +c¢)? para todo ¢ € R, consequéncia
de 2(1+4¢?)—(1+¢)? = (c—1)? > 0. Na passagem da terceira para a quarta linha usamos o fato que para todos a, b € R
vale a? + b > 2ab, consequéncia elementar da desigualdade (a — b)? > 0.

Retornando finalmente a (39.A.2), temos

1 . 2 o o 1 .
L o < . <<1+||x|><1+||y||>> e <1+||x|>‘I/Rn Y

Para ¢ grande o suficiente (¢ > n) a integral é finita, provando o que desejdvamos. |

39.B Prova da Proposicao 39.16

Esta secao é dedicada a prova da Proposicao 39.16, pagina 2199. Essa demonstragao requer alguns lemas preparatorios,
com 0s quais iniciaremos a discussao. Algumas das afirmacoes que seguem podem ser um tanto 6bvias para alguns, mas
isso é um tanto ilusério. Por essa razao apresentamos demonstragoes detalhadas. O leitor perceberd que algumas das
demonstragoes adiante seguem passos familiares & teoria das fungdes “almost”-periddicas (vide, e.g., [291]).

e Alguns fatos preparatorios

Lema 39.2 Sejam a, b € R. Entao, vale

1 2T ( . ) 1, sea=b=0,
Jim f/ e\attoint) gp — (39.B.3)
— 00
r 0, sea#0.
Para a =0 vale o -
1 iblnt 2”7 =1\ bt
= wRtdt = (| ————— | "™ B4
T/T ¢ < 1+ ib )e ’ (39-B.4)

e o limite T — 0o sd existe para b =0 (e vale 1). Para todo b € R wvale, porém, limsup > 0. O

T—o0

1 2T

iblnt
— e dt
i,

2T
Prova. A afirmativa é evidente para o caso a = b = 0. Seja, agora a # 0. Definamos F(T') := % / ei(“’H‘bl“ t) dt. Para
T

t > 0 defina-se a fungao f(t) := at+blnt. Como f'(t) = a+ %, f € inversivel para todo t grande o suficiente. Adotemos
entdo T grande o suficiente para garantir que f~!(¢) exista para todo t > T. Fazendo a mudanca de variavel s = f(t)
podemos escrever

) 1 ren 1 1 ren 1
FT) = = e’———ds = —/ e’ —ds
T Jier f/(f=1(s)) T Jrery a+ =t
1 f@27) b f@e2r) 1
= — e¥ds — — e ———ds.

aTl f(T) al f(T) af_l(s)—i—b
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Assim,

L pren 1

|b| f(2T)
la|T /f(T) af~(s)+b

M su
p
|a| s€[T, o)

‘ds

aT Jg(r)

1 D |f2T) — f(T)]

af~(s)+b T
|b] 1 ‘ la|T" + |b| In2
— | sup — .
|al s€[T, oo) af~t(s)+b T
Como lim |f(t)] = oo tem-se também lim |f~'(s)| = co. Assim, lim sup 1 - 0. Provou-se assim
t—o00 5—00 T—o00 s€[T, 00) af_l(s) +b
que
1 pfen eif 2T) _ oif(T)
lim F(T) = lim —/ e¥ds = lim ———— = 0.
T—o0 T—oo al F(T) T—o0 ial

Para a = 0 um célculo simples mostra que
1 2r 2¢ibIn2 _ ]
F(T) = — iblnt dt = ibln T
T =7 /T ¢ 1+ )€

e o limite para T' — oo néo existe, exceto no caso b = 0. Vé-se também dessa expressao que nesse caso lim sup |F'(¢)| > 0.
t—o0
|

O leitor pode perceber que a demonstracao acima pode ser estendida, por exemplo, substituindo f(¢) = at + blnt
por fungdes f que sejam da forma f(t) = at + g(¢t) com ¢'(t) — 0 para t — oco. Um exemplo sdo fungdes do tipo
f(t) =at+blnt+ cln(Int), definidas para t > 1. Essas extensoes forneceriam maior generalidade aos resultados que se
seguirao, mas nao trataremos delas aqui.

Lema 39.3 Seja {wr, € R, k =1, ..., n} um conjunto de n > 1 nidmeros reais distintos e sejam di, ..., dn € C,
n

constantes. Considere-se a fun¢io H(s) = E dy, e"*°. Entdo, wma condi¢do necessdria e suficiente para que lim H(s)
S§—00

k=1
exista e seja nulo € que dy = -+ =d, = 0. O
Prova. Sed; = --- =d, =0, é evidente que lim H(s) = 0, pois H é a func¢do nula. Vamos entao supor que lim H(s) = 0.
5—00 5—00
Escolhamos um [ € {1, ..., n}. Temos que
1 28 ) n 1 28 n ei(wk7w1)2S o ei(wkfwl)S
— H(s)e ™% ds = di— / eilwr—wi)s — g 4 dy, -
S Jg ; S Js ; i(wr —wy)S
k#L
Logo,
lim — H(s)e 7™ ds = d; .
S—o00 S

Agora, se lim H(s) = 0, o limite do lado esquerdo é nulo e, portanto, d; = 0. Como ! foi escolhido arbitrariamente,
S§—00

segue que dy = --- =d,, = 0. |
Lema 39.4 Seja {(ay, bx) € R%, k = 1,...,n} um conjunto de n elementos distintos de R?, com n > 1, e sejam
c1, .., ¢y € C, constantes. Considere-se a fun¢ao

G(t) —_ ch ei(akt"l‘bk lnt)
k=1
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definida para t > 0. Entdo, limsup |G(t)| =0 se e somente se ¢; = -+ = ¢y, = 0. O
t—o0
Prova. E evidente que se ¢; = -+ = ¢, = 0 entfio limsup |G(t)| = 0, pois nesse caso G é a funcdo nula. Vamos entdo
t—o0

supor que limsup |G(t)| = 0.
t—o0

Escolhamos um indice I € {1, ..., n}. Defina-se L como o conjunto de todos os indices k tais que ax = a; e seja L©
0 seu conjunto complementar, que é um subconjunto préprio de {1, ..., n}. Podemos escrever

zn: Ck ei<akt+bk lnt) + zn: Ck ei(akt-‘rbk lnt) )

keLe keLe

(alterl In t)

Multiplicando ambos os lados por T~ te ™ e integrando entre T' e 27", obtemos

oT n 1 2T n 1 2T
_/ ol aLterzlnt) dt — Z Ckf/ ez((akfaz)tJr(bksz)lnt) dt+zckf/ e’£((bk*bl)1nt) dt

keLe T keL T
Note-se que
2T 9i(bi—bi) In 2

ch / i(k—b)ine) gy _ Cz+zck1/ i(te—bome) 4, (39.8:4) Cl+zck< — b)1>ei(bkbl)lnT'
Kk — bi

kel keL T keL
k£l k£l

1 2T
Pelo Lema 39.2, sabemos que para k € L€ o limite lim —/ e’((“’“_“’)t+(b’“_bl)lnt) dt é nulo. Pela hipdtese que
T

T—o00
2T 4
limsup |G(¢)| = 0 temos também que lim — G(t)e_l<alt+b’ Int) dt = 0. Assim, concluimos que
t— o0 T—o0 T
n 2ei(bk7bl)ln2 -1 )
lim |e+ ) o | =" ) it T — 39.B.5
T—oo | Z’“< 1+ i(by — by) ) ( )
k£l

Pelo Lema 39.3 (tome s = InT') o limite acima s6 pode anular-se se todos os coeficientes forem nulos, ou seja, se ¢ = 0
para todo k € L. Com isso, estabelecemos que a soma que define G pode ser reduzida ao conjunto L¢ (que é um

subconjunto préprio de {1, ..., n}):
n
Z Ckei(akterk lnt) )

keLe
Repetindo o argumento acima um ntmero finito de vezes provaremos que todos os coeficientes cx, k = 1, ..., n, sao
nulos. |
Lema 39.5 Seja {(ax, bx) € R%, k =1, ..., n} um conjunto de n elementos distintos de R?, com n > 1. Entdo, as
n fungoes ei<a’“y+b’“ lny) definidas para y > 0 sdo linearmente independentes, ou seja, se existirem constantes c € C,
n
k=1,...,n, tais que chei(“’“y“’“ ny) _ 0 para todo y > 0, entdo ¢, = 0 para todo k=1, ..., n. O
k=1
Prova. A afirmacao é evidente pelo Lema 39.4. |
Lema 39.6 Seja {(ax, bx) € R%, k= 1,...,n} um conjunto de n elementos distintos de R2, com n > 1, e sejam
€1, ..., Cn € C, constantes. Considere-se a fungdo G(t Z Ck ez axt+by Int) definida para t > 0.

k=1
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Sejam A e C' duas fungoes definidas em (0, oo) tais que: 1. A(t)G(t) = C(t) para todo t € (0, o), 2. tlim |A(t)| = o0
—00

e 3. C € limitada, ou seja, sup |C( )| < 0o. Entdo, G e C sao identicamente nulas. O
te(0, oo

Prova. Seja hm sup |G(t)| = M > 0. Entao, existe uma sequéncia ilimitada ¢,, tal que hm |G(tn)] = M. Por outro lado,

para todo n grande o suficiente (de forma que se garanta A(t,) # 0), tem-se G(t,,) = ( n)/A(ts). Como C é limitado,

vale para todo n que |C(t,)| < K para algum K > 0. Assim, |G(t,)| < K/|A(ty)|. Tomando o limite n — oo de ambos

os lados, obtemos M = 0, pois lim 1/|A(¢,)| = 0, por hipdtese. Isso implica que limsup |G(¢)| = 0 e, pelo Lema 39.4
n—roo t—s00

isso implica que G é identicamente nula. Como A(t)G(t) = C(t), é vélida para todo ¢, isso implica que C é também
identicamente nula. |

Com esses resultados & mao, passemos a demonstracao da Proposigao 39.16.

e Prova da Proposicao 39.16

Com z = e Y, a expressao (39.199) escreve-se

lim {cllylnealy 4ot c;yb"e“"y} = a,
y—>00
onde ¢}, = e ou seja,
lim Zc/ i Im (ak)y"rlm(bk)lny) Re (ar)y+Re (bo)Iny _ (39.B.6)

y—>o<>

Seja a relacao de ordem em Rﬁ_ (vide enunciado da Proposigao 39.16) definida da seguinte forma: dizemos que
(a, b) = (a’, V') se a > a’ ouse a =a’' mas b> V. Isso faz de R: um conjunto totalmente ordenado. Vamos supor que
(Re (ak, ), Re (by,)) seja o méximo (ndo necessariamente tinico) do conjunto

{(Re (a1), Re(b1)), ..., (Re(an), Re (bn))} cR?

segundo a relacio de ordem acima. Fatorando eR€ (¢ro)y+Re (brg)Iny e (39.B.6) e notando que

lim eRe(al)y+Re(bl)lnye—Re(akO)y—Re(bko)lny -0
y—00

caso (Re (a;), Re (b)) < (Re (ax,), Re (by,)) obtemos de (39.B.6) que

lim R (arg)y+Re (bkg) Iny Z o oi(Im @m)y+Tm () my) (39.B.7)
Y—>00 m ’ o
meM
onde M C {1, ..., n} é conjunto de todos os indices m tais que (Re(am), Re(bn)) = (Re(ar,), Re(by,)) (como

ko € M, M é ndo vazio). Agora, dos fatos que

1. lim eRe(akO)erRe(bko)lny = o0,
Y—>00

2. A funcao Z c;nei(lm (am)y+m (b) Iny) é limitada no conjunto y > 0, pois |e!(Im (@m)y+Im (bm)Iny| — 1 para todo

0 meM
y > 0.

I(Im (am)erIm (bm) In y)

segue pelo Lema 39.6 que Z cne = (0 para todo y > 0 e que a = 0.

meM
Pela definicao de M tem-se (Re (am), Re (bm)) = (Re (am'), Re (bm/)) se m, m’' € M. Assim, como por hipétese,
os pares (ax, by) sdo todos distintos, segue que (Im (ay,), Im (b)) # (Im (am:), Im (b)) se m # m/, ambos em M.
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Portanto, pelo Lema 39.5, as funcdes e’ (1m (@m)y+1m (bm) y), m € M, sao linearmente independentes e concluimos que

¢ = 0 para todo m € M, o que evidentemente implica ¢,, = 0 para todo m € M.
A soma em (39.B.6) pode assim ser reduzida ao conjunto complementar de M (que denotamos por M€) e que é um
subconjunto préprio de {1, ..., n}. Logo, obtemos, agora com o = 0,
. /i(Im (ar)y+Im (by) Iny) Re (ar)y+Re (by)Iny —
ylggo Z ce e 0.

keMe

Repetindo a argumentacao acima um ndmero finito de vezes, concluimos que os coeficientes ¢, sao nulos para todo
k=1, ..., n, como queriamos provar. |

39.C Prova da Regra de Leibniz (39.6)

Aqui apresentamos uma demonstragao da Regra de Leibniz na forma generalizada (39.6), pagina 2142. Essa demonstragao
é devida a Victor Hugo Marques Ramos, a quem agradecemos.

Para provarmos a relacao (39.6), pdgina 2142, comegaremos estabelecendo a regra de Leibniz para uma varidvel e
multiplas derivadas, isto é, para todo m € INg,

D (tg) = i <m>‘9if‘9mj9f . (39.C.8)

day’ i) o] 027

J=0

Seguimos com a prova por inducao. Para m = 0 temos o produto de fungoes e para m = 1 obtemos a regra de Leibniz,

0 af dg
— = — S 39.C.9
5o (f9) = 5 g+ £ gt (39.C.9)
Suponhamos que para algum k > 1,
o S RNOIf Ok ig
w9 = <>— — . 39.C.10
ax’f( ) ;) J) ol 9y~ ( )
Aplicando a derivada em x; mais uma vez e usando a regra de Leibniz para uma varidvel,
okt 0 o~ (k\ DI f OFI SR\ 9 g G (k& f 9kt
—ar(f9) = 3—2()—{ k!g - Z()% kg—i_Z()_{Tﬁ
Oxy T1 5= \J/ Oxy Oxy = \J/ Oz Oxy im0 \J/ Oz Oxy

No que segue agruparemos os termos da soma do lado direito. Fazendo a mudanca de varidveis j' = j + 1 no primeiro
termo do lado direito, acima, obtemos

k+1 k+1 i gk—j’+1 k j ¢ 9k—j+1

PRI S Pl L £.ahar B o [y L7 el
k+1 B i J' g k—j'+1 ] J a.k—j+1 "

Ox] SNV 1) 8z Ox} oo \J/ Oxy Oxy

Note que com isso acertamos o termo de derivada em f, mas nao conseguimos agrupar as somas. Para corrigir isso,

renomeamos j’ para j e separamos da primeira soma o tltimo termo, e da segunda soma o primeiro termo,

gk+1 kE O\ oifok—itly k <k> 91 f gk—itlg
ozt (f9) ; <J - 1> da] dah I ; J) 8zl gay It

E\ 9F+1 f gh—(k+1)+1 k gk+1
(4) 2 et (o) 5t

k) oxytt gk (kD 0)7 gzht

k , _
_ k E\1 07 f gk—itlg K\ o4t f i oFHlg
B Z {<] - 1> + (J)] a_m]lW + (k:) axllc+1 g+ (O)f axlerl . (39.C.11)
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J

(- G) - (-5

obtemos, substituindo em (39.C.11), que

Usando a identidade de Pascal (6.2), pagina 378, na forma (jfl) + (k) (k-]l-l) e além disso, usando que

okl E+1\ 0/ f ok—itly k4 1\ oFtLf E+1 oFtlg
q k+1 (f9) Z( ; ) kj+1+(k 1)74.1'94‘( 0 )fT-i-l (39.C.12)
Ox —\ J dx) Ox +1/ 0xy 0xy
Assim, podemos agrupar todos os termos acima em um unico somatoério,
gkt = (k - 1) §if oFt1-ig
= P N AP s 39.C.13
oz o k+1 (f9) ]z:; ] Py axlerl*j ( )

Com isso, provamos a regra de Leibniz para derivadas miltiplas de uma varidvel.

Seguimos com a prova da regra de Leibniz fazendo uso dos multi-indices. Observe que pela defini¢ao

ol
. 39.C.14
Or]*0x)? ... 0z (9) ( )
Pelo Teorema de Schwarz sobre a simetria de derivadas segundas, podemos escrever
All-m om

0x3?0x)® ... 0z Oz

D(fg) =

D7(fg) = (fg) - (39.C.15)
Faremos a prova usando novamente inducao. Note que a base de indugao corresponde ao caso de uma derivada em apenas
uma varidvel, que foi mostrado logo acima. Sendo assim, prosseguimos para o passo de indugao. Considere-se para tal
multi-indices 7() de n componentes cujas primeiras & componentes (com 1 < k < n) correspondem as do multi-indice

7, as demais sendo nulas. Isto é, se v = (71,72, .., V) € IN", definimos
Yy = (Mm,0,...,0) € N",
Yy = (1,25 oo W 0, ..., 0) €INT
com () = 7. Note-se que |y(x)| =1 + -+, para cada k =1, ..., n. Suponhamos, entdo, que
G\W(k)\ Z Z (’Yl) (’yk) ala(k)lf ah(’ﬂ)‘_‘o‘(’»‘)lg
Oz{' x5’ . .. = =\ ag) Oy .. 0x G T L kT

Aplicando 7k 1 derivadas da varidvel z41 e usando a regra de Leibniz para multiplas derivadas de uma variavel, obtemos

o+l Tet1 ( > (’YkJrl) ala(k+1)|f al’)’(k+1)|—|a(k+1)\g
Y1 Y2 ’Yk+1 2 : E : T [e31 Xp+1 Y1—a1 V41— k1
Ox{'0zJ” . 8:ck+1 a0 a0 g1/ Oxyt .. 0z B O] ...0x)
Com isso, concluimos o passo de indugao e estabelecemos a regra de Leibniz desejada. |

39.D O Uso da Nocao de Valor Principal na Eletrostatica

Discutiremos aqui como a ideia de valor principal de uma integral pode ser empregada na derivacao de algumas relagoes
distribucionais titeis no contexto da Eletrostatica, mais especificamente, na obtencao de uma solugao fundamental para
o operador Laplaciano. Consideraremos o caso tridimensional na Segao 39.D.1 e o caso bidimensional na Secao 39.D.2.
O Exercicio E. 39.71, pagina 2259, lida com o caso unidimensional.

Resultados similares para o caso tridimensional sao obtidos por outros meios na Secao 46.1, pagina 2708, na Secao
45.11.1, pagina 2670 e, empregando transformadas de Fourier, na pagina 2239.
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39.D.1 Um Exemplo em Trés Dimensoes

Na Eletrostatica, no espago fisico tridimensional, ocorre amiide de considerarmos expressoes como f]Rg ”4 4,” w(y)d>y’

que representa — a menos da constante multiplicativa 1/4mey — o potencial elétrico produzido no ponto # € R? por uma
distribuicao de cargas elétricas estaticas u. Nessa expressao, o integrando tem claramente uma singularidade quando
i = T e, por isso, essa expressao ter que ser abordada com o devido cuidado. Apresentaremos a seguir um dos possiveis
tratamentos com base em ideias da Teoria de Distribuigoes

Observemos primeiramente que, para cada & € R3, a funcdo hz(¥) := 1/||Z — || é localmente integrdvel na varidvel
i/'. De fato, para qualquer regido compacta O C R? temos, adotando coordenadas esféricas (r, 6, ) centradas em Z,

1 1
/ Y / — r?sen(6) drdfdyp
o 177 or

que ¢ finita devido ao cancelamento do fator 1/r pelo fator r? proveniente da medida de integracio. Assim, para cada
# € R3, a expressao

1
Tf,u I:/ ﬁugf d3']7,, UE@]R3,
R T e

define uma distribui¢ao regular para a funcao hz.

Assumiremos doravante que u € 2(RR?), o que é, admitimos, um caso particular da situagao mais geral (mais préxima
a situagoes fisicas reais) na qual consideramos condigdes mais fracas sobre u. Para tal, vide a discussao sobre a solugao
da equacao de Poisson na Secao 46.1, pagina 2708.

Propomos, entao, considerar substituir a integral acima pela expressao “regularizada”

1
(Th,, u) = lim ——u(§) &7 . (39.D.16)
020+ JR3\ Bs (@ ||$ Al

Acima, B;(Z) ¢ a bola aberta em R® de raio § > 0 centrada em & € R?: B;(%) := {§/' € R3|||§7 — #|| < 6}. Assim, em
(39.D.16) tomamos um ¢ > 0 e efetuamos a integracdo na regido complementar a Bs(Z), ou seja, sobre os pontos i’ que
distam de # mais do §. E claro que esse procedimento evita problemas com a singularidade (localmente integravel) em
i = ¥ e permite certas manipulagdes. Ao final, podemos recuperar a integral original com o limite § — 0.

O leitor hé de perceber que estamos seguindo as ideias que nos levaram a distribui¢ao Valor Principal

Para atender nossos propdsitos futuros, vamos considerar a expressao

1
<Thz»7 Au> = lim ( )(37/) ngv’
0=0+ JR3\Bs(7) I =71
onde A é o operador Laplaciano em trés dimensoes, e vamos desenvolver o lado direito, definindo, para § > 0, fixo,
1 ]
@) = [ @)
ra\Bs (@) 1T =7

Para continuar o desenvolvimento dessa expressao, presta-se efetuar a mudanca de varidveis ¥ = y' — z e expressar

7 € R3 em coordenadas esféricas (r, 6, ) = (r, Q) centradas em 7 = 0 com a notacio simplificadora Q = (6, ). Assim,
passamos a escrever ¢ na forma ¢(r, ), como funcdo de 7 e de Q. Observe-se que a integracdo na regido R? \ Bs(¥) na
varidvel ¢ corresponde agora & integracao na regiao r > 0.

Para simplificar um tanto a notagao, definamos a fungao
o(r, Q) = u(Z+g(r, Q) .

Observe-se que v(0, Q) = u( ) para todo 2. Obtemos, apds algumas contas simples,

/$2 /:O %(AU)(T, Q) r2dr d§2

= / /M(Av)(r, Q) rdrdQ , (39.D.17)
$2.Js

Is(7)
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com d2 = sen(0)dfdy, sendo $? a esfera unitaria em trés dimensdes, que corresponde a 0 < 0 < 7 e 0 < ¢ < 27.
E conveniente agora expressar o Laplaciano em coordenadas esféricas. Temos (vide (4.39), pagina 329),

192 1 0 v 1 0%
Av = ;ﬁ(rv) + m% (Sen(e)ﬁ) + Wa—sﬂ . (39.D.18)

(E conveniente comentar aqui que a singularidade do lado direito de (39.D.18) em r = 0 néo é relevante na regiao
r > ¢ > 0, sendo essa uma das razoes de termos limitado a integragdo em r a essa regidao). A integracdo em {2 dos dois
dltimos termos é nula. De fato, escrevendo-se de forma explicita a contribuigao desses termos, temos

2 2m 2
v 1 0%
— — | dod ————— dfdyp
/ /0 r 00 <sen )89) sDJF/ /0 rsen() dp? =0

pois
™9 ( A ) o |’="
— | sen(0)— | df = sen(f)— =0,
/0 06 06 00 \4_0
j& que sen(f) anula-se em 6 = 0 e § = 7, e pois f% o? 7 dp = 0, ja que 3 —” é periddica de periodo 27 na coordenada
azimutal .

Assim, resta-nos considerar apenas o primeiro termo do lado direito de (39.D.18). Obtemos,

@ = [ (/6‘”5_;(7«0) dr) a0

Como v decai rapidamente a zero no infinito (pois u tem suporte compacto), a integracdo sobre a parte radial fornece

0 Ov
_E(rv) = —v(d, Q) +(5E((5, Q).

No limite em que § — 0 isso reduz-se a —v(0, Q) = —u(a’c’) A integragdo em 2 acrescenta ainda um fator 47 (a drea de
$2).
Obtemos assim, finalmente,
Th., Au) = lim I5(Z) = —4nu(Z) .
(Th,, Au) lim 5(Z) mu (%)

Pela definigao de derivadas de distribuicoes, isso significa que
<AgThE, u) = 747ru(5c')

e, portanto, demonstramos a identidade

AgTh, = —4m8(7 - 7) (39.D.19)
a qual, em termos de fungoes generalizadas escreve-se como
; (%) = 4ns(f-7) . (39.D.20)
I — 4l

As relagoes (39.D.19)-(39.D.20) mostram que a fungao G(Z, §) = —1/(47||Z — §||) é uma solugao fundamental para
o operador Laplaciano em R3. Como desenvolvido na Secdo 46.1, pagina 2708, na Secdo 45.11.1, pagina 2670 e, empre-
gando transformadas de Fourier, na pagina 2239, isso é fundamental para a solu¢ao da equagao de Poisson no espaco
tridimensional.

39.D.2 Um Exemplo em Duas Dimensoes

Usando as mesmas ideias, vamos agora tratar de um caso similar no o espaco bidimensional R2. Nele consideraremos,
para cada Z € R?, a distribuicdo dada por

/ In (17 — 1)) u(@) &7
IR2
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sendo u € Z(R?). Essa expressio representa — a menos da constante multiplicativa — o potencial elétrico produzido no
ponto £ € R3 por uma distribuicio de cargas elétricas estdticas u em duas dimensdes espaciais.

—

A fun¢do In (||Z — 7||) apresenta uma singularidade em §' = Z. Porém, para cada ¥ € R?, a fun¢do hz(y) :=
In (||f -y H) é localmente integrdvel na varidvel 3. De fato, para qualquer regido compacta © C R? temos, adotando
coordenadas polares (r, ¢) centradas em Z,

/m(nf—g”l\)d?g“ = /hl(r)r drdy
O V]

que é finita, pois lim, o In(r)r = 0. Assim, para cada ¥ € R?, a expressdo

(T u) = / (|7 - 7)u@) 7,  ue 2B,
R2

define uma distribuicdo reqular para a fungao hz.
Prosseguimos como no caso tratado na Secao 39.D.1, pagina 2256, considerando a expressao “regularizada”
lim In (|2 — 7)) u(y) &5, (39.D.21)

020+ JR2\B; ()

onde Bs(Z) é a bola aberta em R? de raio § > 0 centrada em & € R?: Bs(%) := {7 € R?|||§ — 7| < ¢}. E claro que
esse procedimento evita problemas com a singularidade em 3’ = #. Ao final, podemos recuperar a integral original com
o limite 6 — 0.

Para atender nossos propdsitos futuros, vamos considerar a expressao

(Thy, Au) = lim In (||Z = 7'||) (Auw)(§) &3,
6—04 R2\ Bs (%)

onde agora A é o operador Laplaciano em duas dimensoes, e vamos desenvolver o lado direito, definindo, para § > 0,
fixo,

I5(#) = / In (117 — 7') (Au)(7') 27 -
R2\ B;(7)

Para continuar o desenvolvimento dessa expressao, presta-se efetuar a mudanca de variaveis i = i/ —Z e expressar § € R?
em coordenadas polares (7, ¢) centradas em i/ = 0. Observe-se que a integracio na regido R? \ Bs(Z) na varidvel
corresponde agora & integracao na regiao r > 4.

Como no caso anteriormente tratado, introduzimos a fungao
u(r, @) = uw(@+y(r, 9))

(observe-se que v(0, ) = u(f) para todo ¢) e obtemos, apds algumas contas simples,
2m 00
I5(%) = / / In(r)(Av)(r, ¢) rdrdy . (39.D.22)
o Js

E conveniente agora expressar o Laplaciano em coordenadas polares. Temos (vide (4.36), pdgina 328),

10 v 1 0%

Como a integral f02 " g%’édgo é nula, devido a periodicidade na coordenada azimutal ¢, segue que

I5(%) = /027T /;O 1n(7")§r (r%) (r, p)drde .

Agora, por integracao por partes

/5 h mm% Q«%) (r, ) dr — mm%

r=ee Qv

— — dr .
r—=5§ 5 67" "
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Como v tem suporte compacto (pois v tem suporte compacto), o limite de 111(7")7’2—1; para r — oo é nulo. Ao mesmo
tempo, In(d)d anula-se no limite 6 — 0. Assim, apenas o 1ltimo termo sobreviverd e o mesmo vale

[P = it )+ 0l )
: 5, & = — Hm v(r, @) +o(r, @) .

Como v tem suporte compacto, vale lim,_, v(r, ¢) = 0. Assim, no limite § — 0, o lado direito da expressao acima vale
v(0, ¢) = u(Z). A integracdo na varidvel ¢ fornece um fator 27 adicional. Concluimos que

lim I5(Z) = 27wu(Z) .
5—0

Assim,
(Thy, Au) = 27u(Z)

e, portanto, demonstramos a identidade
AyTh, = 2m6(y — &) (39.D.24)

a qual, em termos de fungoes generalizadas, escreve-se como
Agln (|2 - 7) = 276(7— &) . (39.D.25)

Esses expressoes sao similares a (39.D.19)-(39.D.20), do caso tridimensional anteriormente tratado.

As relagoes (39.D.24)-(39.D.25) mostram que a fun¢do G(Z, ) = (1/27) In||Z — ¢|| é uma solu¢do fundamental para
o operador Laplaciano em R2.

E. 39.71 Ezercicio. A relacdo equivalente para o caso unidimensional é

d2
d—y2|$*y| = 20(z —y) .

Justifique-a seguindo passos similares aos dos casos em 2 e 3 dimensdes. ok



